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第九章

数项级数

— 

§1 数项级数的收敛性

1. 讨论下列级数的敛散性．收敛的话，试求出级数之和

(l) 2 1 
(2) 2 2n 

f;-\ n(n+2)',-, f;-\ 3n+l 

(3) I l l 1 
f;-\ n(n+l)(n+2) (4) ~忭司，

l ~ 5n - 1 + 4n+ 1 

(5) 2 了； (6) I 
:;-'1 石 n=1 32n 

(7) 2 (石－2 石言心； (8 ) 2 2n -1 

n = l n = 1 3 n 

(9) I 矿cos n()(1 q | < 1) 
n =0 

解
几

(1) Sn= I 1 1 
n k=1 k(K+2) ＝了言(+－声）

l l l 习1 ＋了二－土），
所以

3 
S = limS. =一．

,;.::.;口 4

(2) 因为 limx几
2 

＝—¥<0 ，所以级数发散n-~ 3 
几

(3) Sn = 2 l 已 2(上二－＋上
k=l k(K + 1) ( k +2) 2 k=l k k + 1 k + 2) 

引点－土＋;h),
所以 S = limS.= －飞

I 
几一口 4 

l n l n 

(4) s. =言（卢卡） ＝宁. I- （引＿上． l －（寸，所以
I 

l 3 1 --- 1 -— 2 3 



! l1 第九章 数项级数

S = limS几＝一．
1 

,._~ - n 2 

(5) 因为 limx" = 1 引 O ，所以级数发散
n ~ .. 

(6) s. = 

(7) S" = 

5 n 4 n 

'.'._, 5k-l +4k+l 1 1 -— l - -- 

k = 1 

2 32K ＝了． （ 9) 卫． （ 9 ），所以
1 

5 9 4 --- l --9 - 9 

S = limS,. =3 
9 

n一 口 20· 

2 （几－2 戎言＋压）＝石言－石言－汇 l ，所以
k=l 

S = limS" =－拉＋ l.
几一”

几－ I 

(8) 设 Sn= L ~ 2k - l 
则 3S" = 

几 2k - l ~ 2k + l 
3K , n 2 3k-1 =2 K ，两式相减，得到

k = l k = 1 k =。 3

2Sn = 1 + I ~卢＝ l + 2. l - （十）几 一妇
k = 1 3K 3n 3 1 

1 - -=-- 3', 

3 

所以

S = limS. = 1. 
n- 中

'.'._, k ik8 1 - (qe iO) n + I 
(9) i 心'“= - qe) 

1 
,o ，由 I q I <1 ，得到

;;-;-"o 1 - qe 

°'n 

2 矿e'n0 =l1m2 旷e'“= 1,8 
n =0 n一心 t;'o · 1 -qe 

利用 Euler 公式 e'0 = cos 0 + isin 0 ，对上式两边取实部，得到
心

2 矿cos n(J = 
1 - qcos 0 

n =。 1 - 2qcos 0 + q2 · 
2. 确定 x 的范围，使下列级数收敛：

c 

(1) 2 1 

;;-\ (1 -x) 九＇

c 

(2) 2 enx ; 

n=I 

o:' 

(3) I 矿 (1 - x). 
n = I 

解
1 

(1) 由－ l ＜一—- < 1 解得 XE (- 00,0) LJ (2, + 00). 
1 -x 

(2) 由 er < 1 解得 xe(-oo,O).

°' 
(3) 当 x=1 时，显然级数收敛；当 x#1 时， 2 矿 (1-x) =(l-x) L 矿，收敛范

n = I n = I 
围是压(- 1, 1) ．所以当 XE(-1,1] 时，级数收敛．

3. 求八进制无限循环小数(36. 073 607 360 7 …八的值．

解 (36. 073 607 360 7 · ··) 8 

2 



§2 上极限与下极限 Ill

"'., r - / 1 \ 4n + 2 - / 1 \ 4n + 3 /'1 \ 4n + 4 
=3x8+6+ ~ [ 

478 ~ [ 7 X （司＋ 3 X （司＋6x 片） ] ＝ 30声
。

4. 设 x. = f 占 1 - x) " dx ，求级数 2 冗几 的和．
0 n=I 

x. = J:X2(1 -x) "dx = f。矿 (1 -x/dx = 
1 2 1 

- + 。 n+l n+2 · n+3' 解

千是
n 

s. = L xk = 
l l l l - -—- + 

k = l 2 3 n+2 n+3 

所以
l_6 

= 
几

s m8 if l” =- 
n 

x 
82~ 

1 
5. 设抛物线 l.:y =nx2 ＋一和 l妇 y=(n+l)

1 
x +－一—的交点的横坐标的绝对值为

n n + 1 

a.(n=l,2,···). 

(1) 求抛物线 ln与 l；所围成的平面图形的面积 Sn ;

:. s 
(2) 求级数 2 二的和．

n=I a 

解 (1) 容易求出抛物线 l
2 l l 

n :y = nx ＋一和 l妇 y = (n + I) x2+ －一的交点的横坐
n n + 1 

标的绝对值为 an= 1 ，于是
✓n(n + 1) 

Sn =2 J。:• [ (nx2 十甘－（（ n + 1) x2 十土））扣＝妇
~ S 4 中“

(2) 2 二＝－
2 4 

3 2 a n =- : 
I 4 

= 
n = 1 an n = 1 3 几 ＝ 1 n(n + 1) - 3 · 

§2 上极限与下极限

］．求下列数列的上极限与下极限：

(l) xn = 
n 2n'TT 

cos--::--: 
2n + l 5' 

(3) x.= -n[(-1) " +2]; 

九 (n - l) 

(5) Xn =2(-l)n+l +3(-1 )=,. 

2 

(2) x.=n+(-1) 
几 n + l . 

几 n'

(4) 
n 

无 ＝ J + sin 
n'Tr 

• - ·y..... -··· 3' 

解

+co. lim x_ =0. 
几

n一中

- 00. lim x _ = - 00 
几

n一 Ill

:-:-- 1.. 1 
(1) lim凡＝－ limx. = - ~cos -;;-­

'IT 
cos. 

n一～ 2'尸 25

(2) lim兀＝
几

n 

(3) limx. = n 
n一。

3 



I ll 第九章 数项级数

—- §. (4) limx" = 1+—limx" = 1 -一．§ , 
几-~ 2 仁元 n - 2 

(5) limx" =5,limx" = -5. n 
n- 中 n一 中

2. 证明：

(1) lim (- x.) = -n limx : 
几'n-~ n一 匕

, 
00 >< cc ', nn 

xx 
-hm-hm[ 

cc ·,f 

__ 、
丿”} 

x c ( -hm­
、
．
＇

／

2 ( 

仅对凡 I 是有界数列的情况给出证明

(1) 设归巴n = T/ ，则对任意给定的 e >0 ，存在正整数 N，使得 xn>T/-B 对一切 n>

N 成立，且压几｝中有无穷多项，满足 xn < T/ + e ；千是－ xn < - T/ + e 对一切 n>N 成立，

且 l - xn 1 中有无穷多项，满足－ xn > - T/ - e ；于是

lim (一无n) = - T/ = - limx". 
n一心 n-~ 

证

(2) 设 c > 0, limxn = f ，则对任意给定的 e >0 ，存在正整数 N，使得 xn <g+ - - 8 
对

九-“'

切 n>N 成立 ，且 飞 I 中有无穷多项 ，满足 x几 ＞ g- 王；于是 cx n < c[ + e对一切 n>N 成

立，且 icxn1 中有无穷多项，满足 cxn > c[ 飞；所以

lim( cxn ) =c{ =c limx旷
n一 O n - 0 

设 C <0 ，归丸＝ n ，则对任意给定的 e >0 ，存在正整数 N，使得 x. >'T/ + ~对一切

n>N成立 且凡｝ 中有无穷多项，满足 x. <'T/ －王；于是 ex. <er,+ e 对一切 n>N 成立，
e 

且 Icxn l 中有无穷多项，满足 ex. > er, - e ；所以

lim (ex") = er, = e lim x矿
九一卡~ n一 中

3. 证明：

(1 ) lim (x. + y.) ~ limx. +limy.; 
n?~ n一心 n一中

(2) 若 limx . 存在，则 lim (x. + Y. ) = limx. + lim y,. . 
九 ，l

几- O n- ~ n一 中 n－一 心

(I) 记 limx. = h1, lim r. = h2 ，则对任意给定的 e >0 ，存在正整数 N，对一切
n - + O 

几

九一。

证

8 
n >N，成立 xn > h1- —,yn >h2 __ 8 

， 即2 2 

xn + y n > h1 + h2 - e, 

千是

lim(x. + yn) ~h1 +h2 -e. 
n一中

n 

由 e 的任意性，得到

lim(x. +y.) ~h, +杞＝ limx. + limy旷
n-令~ n- 11b n一。

(2) 若 limx.存在，则由 (I)'
n一 03

lim(x. + y.) ~limx. + lim y., 
n- ~ n一~ n一中

且

4 



§2 上极限与下极限 Ill

li1!1Yn = li!n[ (xn +y.) -xJ ;;;;,:l_i_m(xn +y.) + lim(-xJ 
n一 心 n一怂 n一 O n-.0 

= lim ( xn + yn) - hmxn, 
n一比 n一中

两式结合即得到

lim (x = limx" + limy". 
n一中

"+ yJ = limx" + limy. 
n一～ n一口

4. 证明：若limxn =x, - 00 <x <0 ，则
n一。

lim(x. Y. ) = limx几． limy. ;
几－ O n一心 n一 工

lim(xn yJ = limx. · limy旷
几一 中 n-O n一中

证 由 limxn =x, - 00 <x <0 ，可知对任意给定的 e(O<e< -x) ，存在正整数 N1,
几一。

对一切 n >N1 ，成立

x - e < x. < x + e < 0. 

记limyn =H，监乒式，则对上述队O<e< -x) ，存在正整数 N2 ，对一切n >N2 ，成立
n－刁 O

h-e<y"<H+e. 

取 N = max l N,,N2 l ，则当 n>N 时，成立

min I (x - e) (H + e), (x + e) (H + e) f < x n y n < max l (x - e) (h - e), (x + e) (h - e) l , 
于是

皿｀｀~ min l (x - e) (H + e), (x + e) (H + e) f , 

归｀｀~ max ! (x - e) (h - e), (x + e) (h - e) I, 

由 8 的任意性，即得到

li1!1 (X n Y n) ~ xH = lim X n • limy n, 
亢= n一~ n一 ~

lim (x" r.) =s;;xh = limx n · limy.. 
几

几-口 n-O n一 中

由于

hmyn = hm ［上．（ xn yn)]> hm上．盂(xn yn) , 
亢＝了石 元：＝芍 X

几 n一 ～ xn n-., 

压五[i · (x几口］气吐·压｀ `, 
又得到

lil!l (xn y.):;;;; limx" • limy 
n一丛 n' 

n一中 n一 中

lim(x y)> · 
n n --limx n • limy n n-O n一～ n-~ 中

将此两式与前面两式结合，即得到

岊亿 yn) = !［巴丸．皿几，

lim(xn Yn) = limxn • limy 
n一中

n n • 
n n一＝

5 



I ll 第九章 数项级数

§3 

l. 讨论下列正项级数的敛散性：
OO 

( l) 2 4n ; 
~ n4 + 1 

正项级数

中

(2) 2 3 
2n 2 

; 
~ n'+ 3n 

中

(3) I 1 
2 ; 

n =2 ln n 
; 

1-nl. 8KE 
~̀ 4 ( 

O9 

(5) 2 ln n 
2 ' 

n = l n 

e 

(6) ~ (I - cos开
n=l n, 

.'.' l

－
石
亡
T

8
L、J
n
8
2
~

）

、
~

79 (

( 

。

(8) 2 芦－ 1) ; 
n = I 

(10) 2 中 [2+(-1)"]"

n = 1 2 
2几十 l ; 

° 

(ll) 2 卢飞
n=I 

。

(l2) 2 2"n! 
n, 

n = I n 
, 

(13) I （石－卢）
n = I 

~ 2 

(15) L ln ~; 
n · + 1 

n =2 n - 1 

° 

(14）艺（ 2n －石亡仁石勹）；
n = I 

中

(16) ~ (- ln cos i) ; 
° 几

(17)I~(a>O). 
~ (I+a)(I+a2) … (I +矿）

解
4n 4 

中心

(1) 因为 4 ( ），由于 2
4 4n 

~ ~(n-+OO 寸收敛，所以 2 4 收敛．
n + l n n= 1n n =1n+ 1 

2 中

(2) 因为 3
2n 2 

~—(n-+OO) ，由千 2
2 

中

—发散，所以 2
2n2 

3 发散．
n + 3n n n=l n n= l n + 3n 

1 1 
。

(3) 因为—-＞－2 ln'n n 
，由于 2

几 = I 
散发n 

l-lni •H~ 
以所, 散发

1

一n

1 1 
中

1 
。

(4) 因为当咋纣时有—<
1 

n! n 
下，由千 2 下收敛，所以 一收敛

n = l n 2 ;;"1 n! 
0 0 

ln n l l (5) 因为亏＜－—,由于 2 -－收敛 ，所以 2 杻产收敛
n ni n =In石 n =I n 

2 ~ 2 

(6) 1 - cos 干＝ 2sin2t ～ f;;z (n--. oo ），由于 ~I t;z收敛，所以

收敛

1 
。

1 
(7) 由于杻芍亏＝ 1 ¥=0 ，所以；孟发散

中

6 (1 - cos 勹

6 



§3 正项级数 Ill

(8) 因为当 n~3 时，有

上 1
石－ l>e-;;--1~ —（正心），

n, 

CO 

I 
。

由于 2 －发散，所以 2 （石－ 1 ）发散
n = I n n = 1 

n2 
(9) 设 x.= ＝，则

2 

lim~上＝上 <1'
n--~ xn 2 

~ 2 

由 d'Alembert 判别法， 2
n 

n 收敛
n = 1 2 

(10) 设 xn = 
[ 2 + (- l) n ] n 

22n+ I ，则

__ _ n 3 

归汇＝了 <1'

“ 
由 Cauchy 判别法， 2

[2+(-1)"]" 

n = l 
22n + I 收敛

(11) 设 xn = n2e 一 九，则

xn + I l 
lim—=— <l, 
n-~ X n e 

` 

由 d'Alembert 判别法， 2 矿e -•收敛．
n=I 

(12) 设 x = 
2"n! 

n 了，则

Xn+ I 2 
lim--= — <1' 
n一～ x n e 

。

由 d'Alembert 判别法， 2
2"nl 
气收敛．

n = I n 

(13) R+i一尸＝ 2 1 
中

1 
~--( n-OO 

R+T+~ 几
），由于 2 一发散，所以

n=I 几

中

2 （石－石亡了）发散．
n = 1 

(14) 2n 一心－心言＝2（ n2 _ ✓(n2 +I) ( n2 - l) ) = 2 

2n +勹＋尸 2n ＋石艺丁+J卢
l l 

。

l 
OO 

n2 + ✓ （ n2 + 1) ( n2 - l) 4n3 
~— (n--> oo ），由于 2 —了收敛，所以 2 (2n - J了五二

n = 1 4n n = l 

✓n2=T）收敛．
n2 + l 2 2 ° 2 ° 2 

(l 5) ln ~ = ln (l ＋言了) ~~(n--> oo) ，由于 2 尹收敛，所以 2 ln n 2 +1 
n = l n n=2 n- l 

7 



I ll 第九章 数项级数

收敛

7r 
2 

(16) - In cos ~ = - ln [ 1 - { 1 - cos 了）］ = - In{ 1 - 2sin2五） ~ f (n_.oo), 由千
~ 2 ~ ; ；收敛，所以~ (-ln cos~）收敛

n 

(17) 设 x. = 
a 

(l+a)(l+ 矿）…（ 1 +矿）
，则

a, O<a<l, 

卢l点， a ＝ 1,
0, a>l. 

由 d'Alembert 判别法， 2
a 

2 
~ (1 +a) (1 +a') …(1 +矿）

(a >0) 收敛

2. 利用级数收敛的必要条件，证明：
n 

(1) Ii m ~ = 0 ; 
n-., (n !) , (2) lim 

(2n) ! 
:. =0. 

n- ., 2 n(n +I) 

n n 

证 (l) 设 xn=
n x l l 

(n! ） 2 ，则 E平了＝阳 [n+ l(L+ ;) l =0 ，由 d'Alembert判别
00 

几

法， L Xn收敛，所以 limx = lim 
n 

=0. n 2 n = 1 n-c n-~ ( n !) 

(2) 设 x几＝
(2n) I X 

2n(n+ 1) ．，则 lim 二已＝ lim
(2n + 1) (2n + 2) 

= 0, 由 d'Alembert 判别法，
几-= X 

" 
;.:_: ;,; 22(n+l) 

c 

(2n) ! 
Ix"收敛，所以 lim xn= lim—一－ = 0. n ( n +I) 
n = I n一 中 n-o2 

3. 利用 Raabe 判别法判断下列级数的敛散性：

°' 
(l) 2 n! 

~ (a+l)(a+2) …( a+ n) 
(a>O); 

c 

(2) 2 产；（3) ~— 1,_, ;.....'1 \1+++···++ 

n = I n = 1 (2) . 

解（ 1) 设 xn = 
n! 

(a+l)(a+2) …( a+ n) 
，则

曰伲－ l) = a, 

由 Raabe 判别法：

当 a> 1 时，级数收敛；

当 0 <a< 1 时，级数发散；

当 a = 1,xn = I 

n + 1 
，级数发散．

1 
(2) 设 xn ＝下了，则

3 

8 



§3 正项级数 I ll

l 
．无皿n(~ - 1) = ln 3 > 1, 

由 Raabe 判别法，级数收敛

(3) 设 x九＝ （打 l ＋了＋ ＋了，则

曰亿－ 1) = In 2 < l, 

由 Raabe 判别法，级数发散

4. 讨论下列级数的敛散性：
中(1);l`` dx; 

~.2n1T _. __ 2 

(2) 2 f 气dx;
n = 1 n1T X 

。 I
了

(3) ~ f。 ln(1 + x) dx. 

解 (1) 当畛2 ，有

f:`dx<f：芦dx ＜上，
n石

"'.... 1.... __... ;..., r+ 由千 t~收敛，所以 tI:~dx 收敛
(2) f尸宁心＞忒I::" sin2xdx ＝古，由千 t 上发散，所以；厂宁心

发散

收敛(3) J; In (I + x) dx < I: xdx ＝卢，由千；占收敛，所以 t I: In (I +x) d, 

5. 利用不等式」一＜厂生＜L,证明：
n+l Jn X n 

I I I 兄（ 1+ 了飞＋…＋了－ ln n) 

存在．（此极限为 Euler 常数丫一见例 2. 4. 8.) 

I I I 
证设 xn= 1 + - +—+... +— -ln n ，则

2 3 n 

1 
xn+1 - xn =—- - ln (n + I) + ln n=上- fn+1 些 <0,

n + l n + 1 n x 

xn > f 生＋ f3 虫＋．．＋ fn+1 些－ fn 生＝ n ＋ l 些＞ 0,
I X 2 X n x i x fn x 

所以数列归n} 单调减少有下界，因此收敛．
oo oo 

6. 设 2 xn与 2
X 

yn是两个正项级数，若 lim二＝ 0 或＋ 00 ，请问这两个级数的敛
n = I n = 1 n- OO 几

散性关系如何？
x ~ OO 

解 若 lim二＝ 0 ，则当 n 充分大时有 xn <y,＇，所以当 LY几收敛时， Ix几必定收
n一 口 yn n = l n = 1 

9 
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I ll 第九章 数项级数

匀

敛，当 2 无几发散时， LY几必定发散；
几＝ I n = I 

X 

若 lIm---"---= + 00 ，则当 n 充分大时有 xn >yn ，所以当 Ir几发散时， 2 xn 必定发
九-=y几 n = l n = 1 

a o 

散，当 Ix"收敛时， LY几必定收敛
n = I n = I 

中

7. 设正项级数 L Xn 收敛，则 2 式也收敛；反之如何？
n = I n = I 

设正项级数 2 冗九收敛，则 limx几＝ 0 ，所以当 n 充分大时，有 O~x几 ＜ 1 ，即有
n一 00

解
n = I 

0 口

1 
x：气，因此 2 式收敛；反之，当 2 式收敛时， 2 xn不一定收敛．例如 xn =—，则

n n=I n=I n=I 
0 ~ 
2 式收敛，但 2 xn发散．
几＝ I n = I 

l ~ 5 l 
8. 设正项级数 2 xn 收敛，则当 p> 一时，级数 2 —二收敛；又问当 0 <p::::: —时，

n= 1 2 几＝ 1 旷 2

结论是否仍然成立？

解

。

l 
设正项级数 L Xn收敛．当 p> —时，由

2 n = I 

汇 1 /.. . 1 了气（丸了）
口中 0 

以及 L Xn 与 2
1......... _.. . ,.::.,,,Jx 
一的收敛性，可知

n = I n = l n 
2p ：马收敛．

n = I n 

散．

l °汇 1 lihl.;..,fi-,L,J, ID.; ;; 当 0 <p~一时， 2
厂

2 P 
一不一定收敛．例如 xn= 2 ，则 L Xn收敛，但 2 —二发

n= l n nln n 
p 

n = l u = l n 

9. 设J(x) 在 [1,+oo) 上单调增加，且 lim J(x) =A, 
欠- +o, 

° 

(1) 证明级数 I [j(n + I) - J(n) ］收敛，并求其和；
n: I 

(2) 进一步设f(x) 在 [1, +oo) 上二阶可导，且f"(x) <0 ，证明级数 2f' （ n) 收敛．

证

n = I 

CO 

(1) 级数 L [/(n + 1) - /(n) ］的部分和为 Sn = /(n + 1) - /(I) ，由 lImJ(x) = 
欠～ ＋工

n = 1 

A 孔导至iJ S = lim Sn = A - f(l) ; 
几一口

(2) 由 Lagrange 中值定理以及J'(x) 单调减少，得到

O~f'(n) </'(g) =f(n)-f(n-1), 

由 L [/(n) - /(n - l) ］收敛，即得到 2f'(n) 收敛．
n=2 n=I 

于
10. 设 a.= J: tan"xdx,n = 1,2, …, 

。



§3 正项级数 I ll

。

(1) 求级数 2
n=I 

a.+ a 
n+2 的和；

n 

中 a

(2) 设入＞ 0 ，证明级数 2 气收敛
,'= I n 

证
于于

(1) an + an +2 = f。 tannxdx + f。 tann •2 xdx 

于 l
= J: tannxd tan x =—-, 

。 n + 1 

于是

l = 
、
丿

l + 

l 

n ( n 

OO2i c 

2 
a +a n'~n+2 

= 
n=I n 

l l l 
(2) 由 an >0 及 a.+an+2=-－－，可知 an <--- <—，于是— —- —一

a,， l 工 l

n + l n + l n 入
< 

n n 
l ＋入，由千： l ＋入

;;-;;-1 n 

° 

收敛，可知 2 乌收敛．
;;-;;-1 n 

° 

11 设 xn >0,~上＞ l －上(n=l,2, …)，证明 I Xn发散
X n n=I 

证 由 xn >0, 2二＞ l - - 1 
无 ，得到

n n 

(n - 1) xn < nx,'+ 1, 

即数列 I nx.. 1 I 单调增加．于是存在 a >0 ，使得 nXn+I ~a ，因而

X, ~~ n+I >--. 
n 

改》中

由 2 旦发散即可知 2 无几发散
•=I 几 "= I 

。

12. 设正项级数 2 xn发散 (x.>0,n=l,2, …），证明：必存在发散的正项级数
n = I 

oc, 

2 几，使得 lim凸＝ 0.
n=I 几- o x 

n 

证

n 

设 S. = I xk ，则 li~S. = + oo. 令
k = I n-= 

Y, =万，yn ＝心－汃亡 (n=2,3,4,···),
n ~ 

千是 I Yk = ✓页，即 L Yn是发散的正项级数，且
k = l n = l 

yn 
lim.:'....'.'.. = lim 尽－J l = lim___:__ = 0. 
几-~ xn n-= xn 一心＋了

n 立

2 无

Xk ，证明级数 2 分收敛．
k = I n = 1 sn 

中

13. 设正项级数 2 无几发散， Sn = 
n • I 

由 sn~sn-1 ，可知证

11 



I ll 第九章 数项级数

X n S_ -S 
-< 

n n - l l l 
= - 

s: sns九 - 1 -Sn-I Sn' 
几

由此得到 2
无k. 2 1 
—<---- s 2 

k=I "'k X I s ．由 limS. = + 00 ，得到
n一心

几

CO 

2 
丸 2
-<-. 

n= 1 sn x) 

'.'.... a 
14. 设 I an f 为 Fibonacci 数列（见例 2.4.4) ，证明级数 2 气收敛，并求其和

n = 1 2 

解 首先， Fibonacci 数列具有性质 a
an+l $-+ 1 

n+l =an +an-l 与 lim~ =——— <2. 设 xn = 
n- •~ a 2 

J"J 
贝, a

二
Z
n

X 
n • I 

lim一＝
,/5 + 1 

< 1, 
九一今中 无

几
4 

° 
由 d'Alembert 判别法可知级数 2

a 
-收敛．

n = 1 2 
。

2 
a 
气，两式相加得到

几＝。 2

:_ a 
设 s= I~，则 2S = 

n = 1 2 

` 

3S =a,+ L 
n = l 

an +2 —— =4S - a1 - a2, 2n 

于是

S = a1 + a2 = 2. 

§4 

1. 讨论下列级数的敛散性（包括条件收敛与绝对收敛）：

; (-l)n+I 
(2) L ~ (x=i'-n); 

n = I n +x 

(4) I ; (-l)n+J 

n=1, 

(6) I 1 n'IT —cos-: 
几＝ 1 石 3

(8) 2 sin (n + 1) xcos (n - l) x 

n = l np 

l l 1 l 
(1) 1 －汀勹一石＋了一；

C 

(3) L (- l) n+ 1 sin 王
n = I n 

O 2 

(S)I(-1) 
nln n 

n=2 n 

~ 4n · 2n 
(7) 2 (- 1)n+I sm x ; 

n=I n, 

~ 2 

(9) 2 (- l)n+1 巴 n j 

n=I 2 n 
X , 

任意项级数

1 

(10) ; (-l)n+I ln(2 ＋了），
n=l ✓(3n-2) (3n +2) 

12 



§4 任意项级数 ！ 11

°' n 

(ll) 2 X 

n =2 旷In•n
, 

中

(l2) 2 (-l)n+l a 
(a>O). 

~ n I + a" 

解 (1) 设级数 1 + 
1 1 1 1 

-—- -—+ - -... 2!. 3 4!. 5 的部分和数列为 Is. f ， 则

n 

s2. = I 1 
n 

1 
k= 1 2K - l - ;五百＇

° 1 ° 

由千级数 2-—－收敛， 2
1 
发散，所以 limS互= +(X) ，因此级数 l

1 1 1 --- +—-- + 
', =1 (2n) ! n= 1 2n - l n- ~ 2 ! 3 4 ! 

1 
5 
-;---···发散．

。

(2) 级数 2
(-l)n+l 

(x=;,6-n ）当 n 充分大（即 n + X > 0) 时是交错级数，且
n = I n +x 

oo 

尸｝单调减少趋于零，所以 2 (- l) n + 1 (- l) n + 1 

n +x n=l n +X (x 子－ n) 收敛；又由千 l n +X I ~ 

1 
oo 

( 
1 

— n->oo), L －发散，所以级数三
; (-l)n+I 

几
(x 子－ n）条件收敛

n = I n, 
n = l n +x 

c 

(3) 当 X =0 时， 2
X 

(- 1) n + I sin 一的一般项为零，所以级数绝对收敛．
n = I n 

c 

设 x 引O,2 (－ l) 吓 l
X 

sin 一当 n 充分大即 n>
2lxl 

n=l n ( 二）时是交错级数，且 I sin-;; I 单
。

调减少趋千零，所以 t (-1) 口 1 sin-;;收敛；又由于 I (-1)"+!sin-;; I ～勹~(n-oo),
OO I I OO 

2 二—发散，所以级数 L (- 1) " + 1 sin 王条件收敛
n=I n n =I n 

(4) lim石＝ 1 ，因此 lim
(- 1) n + 1 ~ (- l) n + 1 

n-=' ' · · · - n一。石
不存在，所以级数 2 发散

九＝ 1 石

(5) ± (-1) 九匣卫是交错级数，当卢 8 时，压上单调减少趋于零，所以级数
n =2 n n 

"ln2 n i (-1) —－收敛；又由于 2 ln n ~ ——发散，所以级数 2 ( l 
nln n 

n 
- 1)-—条件收敛．

n = 2 n = 2 n n=2 n, 

°' 
(6) 设 2

I n'1T 

r 一cos —的部分和数列为心n} ，则
n = I,/ n 3 

2n 

沁＝ 2 (-l)k-1. ~ (-l)k. ~ 
+ 2 + 2 (- l) k 

k = 1 2 / k= l 2 乃口 k= 1 万＇
oo 

由千 2
(- l) n - I OO (- 1) n °° (- l) n ,I 和 2 都是 L

n = l 2 / n= 1 2 尸 n =1 尽
eibniz 级数，即都是收敛的，所

以 lim江存在且有限．容易证明
n一。

lim s6n + I = lim S沪 2 = limS6.. 3 = limS6.. 4 = limS6.. 5 = limS如，
n一口 n一中 n一 O n-O n-令 z · · n一 口

。

由此可知级数 2
1 n1r 
—cos 一

n=1 石 3
收敛．

13 
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!II 第九章数项级数

I n'TI'I 1 -"' 
由于

n'TT 
-cos — l l ~ 1 

芝— 2-－散，所以级数 2五 3 立'n=1 2/足 n=1 五 3—cos 竺条件收敛．

(7) 当 XE (k'TT 二，标＋卫）时，由千 l (-l)n+14nsin2nx l 2 
6 6 

=— (4sin2x)",0~4sin2x < 
n I n 

工｝工

I, L 1 
-;;-(4sin坛尸收敛，所以级数 L (- I) 

n + I 矿 sin2"X 
绝对收敛．

n=I n 
n = I n 

l ~. 2nOO 
当 X = k'TT 土和寸， sin2x= —，所以 r (-l)n+J 

4" sin Zn X.; (- I) n + I 
4 = 2 是条件收敛

n = I n n = I n 

级数
. 2n 

在其他情况下，由于 (-l)n+I
4nsm xl 

=— (4sin2x)",4sin2x > 1 ，级数的一般项趋
n I n 

千无穷大，所以级数发散
。

(8) 当 x= ？时，级数的一般项为零，所以级数 2 sm(n+1)xcos(n-l)x绝对收
p 

',= l n 

敛．

设 X =fa 气 当 p > 1 时，由千 sm(n +1)xcos(n -l)x <』，所以级数
nP I - n" 

i sin(n+ 1)xcos(n - l)x 绝对收敛．
n = I np 

当 0 <p~l 时，由千

sin(n + 1)xcos(n -1)x sin 2nx. sin 2x 
p = +, 

nP 2旷 2nP

~. - -
由 Dirichlet 判别法， 2

sin 2nx sin 2x 

2nP 
收敛，而 2 发散，所以级数

n = l n = 1 2np 

i sin(n+ 1)xcos(n - l)x 
p 发散

n = l n 
c 

当 p~O 时，由于级数的一般项不趋千零，所以级数 2
sin(n + I)xcos(n - I)x 

n = 1 np 

发散

(9) 设 Xn = (- 1) n 十字矿，则E巴]了= 1 ; |，所以
~ 2 

当 Ix I <2 时， I(-l)n+l巴矿绝对收敛；
n = 1 2n 
~ 2 

当 Ix I >2 时， I (-l)n+l巴矿发散；
n = 1 2n 

~ 2 

当压 I =2 时级数的一般项不趋千零，所以 2 (- l)n+ln —xn也发散．
n = l 2n 

叫2+—
1 

(10) 设 un= n) ．由于 lu} 单词减少趋千零，所以中 一 n+I 
✓(3n-2) (3n +2) 

n 2 (l) un 
n = I 

是 Leibniz 级数，因此收敛



§4 任意项级数 ！II

因为 u
ln 2,, ,;. 

( 
ln 2 中

"～百 n---> co), ?,-－发散，所以级数?, (-l)"+lu,条件收敛．
n = I 3n n=I 

n 

(11) 设 xn = 
X 

n 矿lnqn ，则阳了巨了＝ IX I ，所以
。 九

X 
当 巨 I < I 时，级数 2

n=2 矿In切
绝对收敛；

° n 

当/ x / > 1 时，级数 2 —土一发散；
n =2 矿 In切

当 x=1 时， 2
n = 2 旷In仇

中

2 
I 

n =2 矿ln9n
一，因此当 p > 1 或 p = 1 且 q > 1 时级数绝对收

敛，在其他情况下级数发散；

当 x = - 1 时， 2 = I (- 1) n 

n =2 旷 lnqn n =2 旷 In饭
，因此当 p >l 或 p = 1 且 q > 1 时级数绝对

收敛，当 p = I 且 q~I 或 0 <p < 1 或 p =0 且 q >0 时级数条件收敛，在其他情况下级数

发散

(12) 设 x,，=
(-1)"+1 a 

n n l+a 

当 a> l 时， lim”
l 

n-』勹；丁＝了 <1 ，所以级数
; (-1)"•'a 2 -—性色对收敛；;:--1 n l+a 

。 OO 

当 a= 1 时， 2
(-1)"+1 a 

n = l n l + an : (-l)n+I 
，级数条件收敛；

2n n = I 

; (- l) "+ I,IL.. At. r a 
当 0 <a< l 时，由千 2n= l n 收敛；｛ 1 ＋ an}单调有界，由 Abel 判别法，级数

i (- 1) n + l o 

~ n l +a 
a n 收敛，但由千飞 I ~.!!:....(n-+oo), L 生发散，所以级数条件收敛

n n n = I 

2. 利用 Cauchy 收敛原理证明下列级数发散：

l 1 1 I 1 1 1 1 
(l) 1 + - - - + - + - - - +—+—-—+…; 

2 3 4 5 6 7 8 9 

1 1 1 1 1 1 1 1 
(2) l -- +- +- -- +- +—-—- +—+ 

2 3 4 5 6 7 8 ·9 

证 (1) 设级数的一般项为 x,＇，则

1 1 1 n I 
Xln + I + Xln +2 +... + X6n > ~ + ;;---:;- +... + ~ > ~ >----;-

3n + 1 · 3n + 4 · · 6n - 2 · 6n - 2 · 6' 

由于 n 可以取任意大，由 Cauchy 收敛原理可知级数发散．

(2) 设级数的一般项为 xn ，则

I 1 1 n I 
X3n + I + X3n + 2 +…+ x6n > 3n+ 3 十环言； ＋…＋玩＞玩＝飞＇

由于 n 可以取任意大，由 Cauchy 收敛原理可知级数发散．

3. 设正项级数 2 xn收敛，归n } 单调减少，利用 Cauchy 收敛原理证明： limnx,, =0. 
n = I 

15 



} 11 第九章数项级数

证 由 2 xn 收敛，对任意给定的 e > 0 ，存在正整数 N'>O ，对一切 m > n > N', 
n=I 

成立

0 <x几十 1 + xn +2 +.. 0 + xm < 
6 —. 
2 

取 N =2N'+3 ，则当 n>N 时，有［今］ > N'+ 1 ，于是成立

Q < fxn < X [ T] + X [今］＋ 1+ … +x. <f, 

即

0< 几Xn < e. 

4. 若对任意 e >0 和任意正整数 p ，存在 N(e,p) ，使得

| xn + 1 + xn +2 +…+ xn+p | < 8 

对一切 n>N 成立，问级数 2 凡是否收敛？
n = I 

解级数 2 xn不一定收敛
n = l 

1 
例如：级数 2 丸＝艺一发散，但对任意 e > 0 和任意正整数 p ，取 N(e,p) = 

n = l n = l n 

匠］，当 n>N(t:,p) 时，

p 
lx.+1 +x.+2+···+x.+pl <一一一— <e.

n + 1 
中

5 若级数 I Xn收敛， hm三＝ 1 ，问级数 I Yn是否收敛？
n = 1 n一中 Y. ;-;:-'1 

解 L Yn不一定收敛
几＝ 1 

反例：凡＝
(- l) n + 1 (- I) n + 1 1 Xn o 

石
,Y. =r. +－，则 lim— =1 ，但级数 2 无九收敛，而级数

n n n- ~ yn n = l 

LY八发散．
"= I 

6. 设 x. ~O, limx. = 0 ，问交错级数 (-l)n+IXn 是否收敛？
n 2 n=I 

解 2 (－ 1)n+lxn 不一定收敛．
几＝ 1 

反例： Xn = ]f,n =2k , 则 xn 刻，压＝0，但; (- 1)n+1xn发散
—n = 2k -1, k2' 

，。

7. 设正项数列 Ix. I 单调减少，且级数 2 (－ l)nx九发散．问级数 2
1 几

n =l n = l (1+ xn) 是

16 



§4 任意项级数 ill

否收敛？并说明理由．

解级数 t (~)'，收敛．
n = l +x 

几

心

因为正项数列位几｝单调减少，所以必定收敛．如果limxn =0 ，则 L (-l)"xn是 Le证
九一立

n = l 

niz 级数，因此收敛，与条件矛盾，所以必定有 lim x. = a > 0. 千是当 n 充分大时，
n-0 

(1 ：工［三］，因此 i ( 1 ) 几收敛
1 + a n= l l + xn 

2 

中 X ~ 
8. 设级数 2 二收敛，则当 a>a。时，级数 2 气也收敛．ao 

n = 1 n n = l n 

证 t ~= t 片·卢），由于 t 卢收敛，｛；飞｝单调有界，利用 Abel 判
。

别法，可知级数 2 兰收敛．
n = I n 

注 本题也可利用 Dirichlet 判别法证明．
。

9. 若 ｛ nxn } 收敛， I n(x. 一无n-1) 收敛，则级数 2 无几收敛
n = 2 n = l 

k 

证令 a. = x., b几＝ 1 ，则 Bk= I b, =k. 利用 Abel 变换，得到
i = 1 

几 n-l

L xk = nx几－ L k(xk+l 飞）．
k = ! k = l 

由千

言 n(xn+1 - xn) ＝言[ (n+l)(xn+I -x.) ．士］，
n l.,,_.. - ·-.... ;, . .. . . ,;_ 因为数列{——}单调有界，级数~ (n+l)(xn+I -x 

n + I n) = I n (xn - xn - l) 收敛，由
n=l n=2 

Abel判别法， 2 n(xn+1 -xn) 收敛．再由数列 {nxn I 的收敛性，即可知级数 2 丸
n = l,;-;-1 

收敛
中中

10. 若 2 （ xn 一无 n - I) 绝对收敛， L Yn收敛，则级数 XnYn 收敛．2 n=2 n=I n=I 
中 n+p

证 由于 L Yn收敛，可知 \/e>O, 3N, \/n>N, \/peN• ，成立 ＜ e. 由
n = I 

2 兀
k = n+ I 

中

于 2 (xn -xn-1 ）绝对收敛，所以收敛，于是可知飞 I 有界．
n=2 

设 I I 丸一无九 - I I =A, lxn I ~B, 令 Bn+k = Yn+I + Yn+2 +…＋ Yn+k• 利用 Abel 变
n = 2 

换，得到
n+p, I n+p-1 

忑1 mk 1 = 1 无n+pBn+p - :t( 无k+I 飞） B.l<(A+B)e
k=n+l 

17 
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怎：

由 Cauchy 收敛原理，可知级数 2 X,iy九收敛
n = I 

f(x) 1 11. 设f(x) 在[ -1, 1] 上具有二阶连续导数，且匝厂了－＝ 0. 证明级数 ~f( 丁）绝

对收敛．

f(x) 
证由lim-— =0 可知 f(0) = 0,f'(0) = 0 ，于是

丈-o X 

叶）～f＇1;0) ． ~(n----+oo),
n 

1 所以级数~ 1(-t;）绝对收敛．

1 
12 已知任意项级数； xn发散，证明级数 6 (1 ＋了） xn也发散

1 证 采用反证法 令 Y. = (1 ＋了）丸，若 6 y几 收敛，因为{/订｝单调有界，则由

Abel 判别法， L Xn = L n 
一yn收敛，与条件矛盾，所以级数 2 1 + 

1 
n=I n=l n + 1 n=l ( 了)xn 发散．

xn o 

13 设 x" ＞ 0,hmn( —-－ 1) > 0 ，证明：交错级数~ (-l)n+IX,，收敛
几- ~ I X 

n+ I 几＝ 1 

证 设E宁仁勹－ 1)=-y>O ，首先可知当 n 充分大时有 xn >xn+1 ，即数列归" I 当 n

充分大时是单调减少的．然后取 a >0,/3 ＞ 0 ，使得 'Y >/3 > a >0 ，可知 当 n 充分大时，

成立

~>l ＋于＞ （ 1 ＋十） 0 = ( n + ”1)”, 

从而

(n +l )0x.. 1 <n”凡，

这说明数列 1 矿xn} 当 n 充分大时也是单调减少的，千是存在 A >0 ，使得 nax" ~A ，即

A 
0 <xn <- na' 

从而数列 1xn} 趋于零．因此交错级数 2 (－ l)n+IXn是 Leibniz 级数，所以收敛．
n=I 

14. 利用

1 1 1 
1 +~+—+…+— -ln n----+"{ (n----+ 00), 

2 3 n 

° 

其中丫是 Euler 常数（见例 2. 4 . 8) ，求下述 2
(-1)'"' 

的更序级数的和：
n n = I 

I I I I I I 1 I 
I +—- -- +....:._ +—- - + --+—-—+…. 3 2. 5. 7 4. 9. 11 6 

1 I 
解设 b" = 1 +~ +—…一－

I 
2 3 

+ ···+~-Inn ，设级数
n 



§4 任意项级数 111

1 1 1 1 1 1 1 I 1 1 1 
1 +-=--- -—+ - + -- - - + - + -- -—+…+ + -—+ 3 2 5 7 4 9 11 6 4n -3 4n - l 2n 

的部分和数列为 I S" l ，则

l l l l l l l l 
S3,. +了(b n +ln n) =1 +—+- +—+ - + - +…+ - + -3 · 5 · 7 · 9 · 11 · · 4n - 3 · 4n - 1' 

l l 
S3n +-;?;-(b几＋ ln n) ＋一(b2. +ln 2n) =b4. +ln 4n , 

2 2 

千是

S3n = b4n 
1. 1. 3 

- --b - -b + - ln 2. 2 v n 2 v2n '2 

由 limb.= 丫，得到
n一 中

limS 
3 

3n =..:::-ln 2. 
几-., 2 

由于 limS3n+ l = limS3n +2 = limS坏 ， 所以
几一 口 n-O n一 工

limS 
3 

n = -ln 2. 
几- ~ 2 

15 . 利用级数的 Cauchy 乘积证明
o c 

(1) 2 」. 2 (-l) n =l; 
n =0 n ! n =0 n ! 

o o 

( 2) (2 矿）（ 2 矿） = 
n : O n= O 

。

I (n + 1) 旷＝
1 

n =o (l - q) 2 
(Jql<l). 

解 . 
l-nl. 82

t 设
、

丿
l ( 。

2 
(- 1) n 

。

= I c . ， 则 c。 =1 ，且 当 畛 1 时
n =0 n ! n =0 

C = n 2 
(- 1)'1 

= 
勺 ＝ n i ! • j! n ! 

2 n! (- l) ＇ ＝上(1-1) " =0
， 订 ＝ n i! • j! •, n! 

所以

. 
l-nl. 82

n 
1 __ 

n ) l! -n ( 

。

8

2
户

O9 立已

(2) 设 (6 q") (b 矿)＝~ Cn ，则
0'n = 0 

c. = L (q '矿）＝ ( n + 1) q". 
i+j = n 

° 

又由于 I q I <1 ，所以 2 矿＝」一，从而得到
n =。 1 -q 

（言矿）（；矿）＝； ( n + 1) qn = (1 -1q ) 2 (I q | < l) 

19 
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§5 无穷乘积

l. 讨论下列无穷乘积的敛散性：

(2)[l尸
中 2

(l) 门 2几
n = l n + 1 

｀其i

( 4 ) f1 nsi 
1 

几srn —

n =' n 
卫
n

s 
。
c 订

i

、
丿
3 ( 

° 

(6) D (I x2 

n = 1 一了）
“n (8) n/; 

中'

(5) 门 e"
下

几 " I

( 7)01(1 卡）

(IO) 订［（ 1 + ~) cos ~] (p, q > 0 ) (9) 门 [ (1 分） e f l 
解 (1) 且 (l-n2 1+1) 

= l 

2

+ 2 

n 

n 

8-Hn 

。

1 ~ 2 

由于 2 2 收敛，所以
n = l n + 1 

n~—收敛
n = l n + 1 

(2) 归十｀平）l叭启＝
仁－ l ＝二－ l ～占 (n-+OO )

。

1 ° 

由于；汇丁发散，所以月《曰发散
ao n cos二

n =3 n 

° " 
由于~ 2sin2五收敛，所以门 cos 干收敛

n = 3 n = 3 

(3) 
C 

且 (1 -2s心），

(4) 几[ 1 - (1 - nsin -;) ] 
= 

l-n 
n ,1 s 

几

oon~ 
1 1 

1 - nsi n 一～—（ n------+ oo )2 n 6n 
。

1 ~ 1 
由于 2 －了收敛，所以门 nsin —收敛

n = 1 6n n = l n 

(5) 
中-¼.:_ ~ -¼ n e" ＝门 [ 1 + (e"· - 1) ] 

n = I "= I 
I 

7 1 
当 X >0 时， en - 1 ~ - (n-~) . 

n ' 

20 



§5 无穷乘积 Ill

~ 1 口上
当 x>1 时，由千 2 ＝收敛，所以门 e忒收敛

n = I n n = 1 

散发
l
-义
”

e 
8Hn 

以所, 散发
又

l-n 82~ 
千由, 寸

B l V/ x < 。当

a:' 

当这0 时，门 e;;;的一般项不趋于 1 ，所以门 e；；；发散．
n = I n=l 

中 2 ~ 2 

(6) 因为对任意无， ~lh收敛，所以 n(l
X 

n=I n'IT n=1 一 *2) 收敛．
中九 中矿

(7) 当巨 I <2 时，因为;令收敛，所以且（ 1 ＋了）收敛
中

当巨 I 江时，因为；令发散，所以且 (1 旁）发散
~ n 

(8) 叭卢＝
e 中

! .. . l . _ I. . . l n e-;;-ln ( I+ 了) = n [l +(e了In ( I+ 了) -1)], 
n = l n = I 

I .. . I e了In ( l+ 了） - l ~~ (n------>OO), 
n 

中

1 
o n 

因为 2 —收敛，所以门
1 

2 1 +—收敛
,;-;-1 n 

。

(9) ［分） e /＝n（二十｀片））＝ 1 王心）·
2 = 

因为；六收敛，所以月 [(i+~)e 干］收敛

(10) (1 分）气中 +~)(t -~+···) =l 心五，
由此可知

当 min (p, 2q) > I 时， fr1 [ (1 +~)co号］收敛；

当 min(p,2q) ~ 1 时，门［ (1 +~)cos ~]发散．
n=I 

2. 计算下列无穷乘积的值：
00 

I 
(I) 月（ l －了）；

~ 3 

(3) n n - l 
n =2 n3 + 1. 

(I) 由于解

c 

(2) Il l -
2 J1 (1 -~); 

门（ 1- 卢） ＝订 (K - l) (K + 1) =」．三
k=2 K=2 炉 2 n 

所以

几 (1 古） ＝归门（ l －卢） ＝宁

21 
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Ill 第九章 数项级数

所以

所以

(2) 由于

n (l- K(K2 +1) ) = 
; (k-l)(k+2) 1 n+2 
门＝一．一U2 k(k+l) 3 n' 

订 (1 - 2 
n 

n =2 n(n + 1)) = E严 n (l- K(K2 +1)) =+· 
(3) 由千

n 矿－ I ~ (k - I) (k2 + k + 1) 2 n2 + n + 1 n 3 ＝门＝－ · L\ k3 +1 f.\ (k+l)(k2-k+l) 3 n(n-1)' 

订亡＝lIm 几仁 1 ＝主
n=2 n + 1 n一 ” Il U k3 + I 3 

0 3) 

3. 设 0 <x几＜卫 2 2 2, xn收敛，则 TT cos X几收敛．
n = I n = I 

证 设 cos xn = 1 - a,. ，则

2 丸 1 2 
0 < a,, = 1 - cos xn = 2sin —<—x n, 

2 2 
O OD 

由于 2 式收敛，所以门 cos x. 收敛．
n = I n = I 

"} O9 

4 设 I a. I ＜于， b I a. I 收敛，则扛 tan（于＋ an)绝对收敛
OO 

证 由千 2
n=I 

I a. I 收敛，所以 lima. =0. 设
几一”

tan( 于＋ a.) =~=l +ex,., 

则

。 OO 

2tan an,. I a. I 
an = ~, l im T一— =2,

1 - tan an':~中| a n | 

千是 2 I a. I 收敛，所以且 tan（于＋ an ) 绝对收敛．
n = I 

5. 证明：

(I) I · 3 · 5 • · · · · (2n - I) lim 
;:..;;; 2 · 4 · 6 · · · · · (2 n) 

=0; 

(2) lim 归＋ 1 ） (P +2) …(B + n) 
=0 (0 </3 < a). 

,;:..;;; a (a + 1) (a + 2) … (a+ n) 

°' 
证

I 
(I) lim 

1·3·5····•(2n-l) ;,.2n-l 
n-~ 2. 4.6. …. (2n ) ＝门了＝月（1-司，由千

I \ 1 
中

1 
叫 1 －五） ～一五（ n-oo), ~ (－司＝ - 00' 

c 

I 
所以~ In(I －五） = － OO ，从而



§5 无穷乘积 Ill

lim l. 3. 5. .... (2n - l) ＝订 1 1 
n- ~ 2.4. 6..... (2n) n = 1 (－五）＝ 0.

a o 

(2) lim 
(3(f3+1) ( f3 +2) …( (3 + n) 
(a+l)(a+2)···(a+n) 

, 
,;-_::;,; a (a + 1) (a + 2) … a + n n=0 a + n n =0 = n 缸＝门（ 1+气）

由于

叫 1+f3 一 a) f3 - Q ( 
° {3- a 

言～言； n.........00) , ~o (~) = - oo' 

` 

所以 t ln尸气）＝ － OO ，从而
° 归＋ 1) (B +2) … (P + n) 1 ＋巨｝咒a(a+ 1) ( a +2) …(~ = TI (1 +~) =0 

6. 设 lq I <1 ，证明：且（ l ＋旷） = =. 
门 (l - q2n-1) 
"= I 

n 

证 设尺＝ 门 (1 ＋矿），则
k = l 

2n 2n 
2n 门 (1 - q“) 门 (l-q“)

P2n= H (l ＋矿） = 2n 
k = I = 

k = 1 

n n 

k=1 门（ l －矿） 门 (1 - q2K) ．门 (1 - q生 I)
k = 1 

2n 
门 (1 - q2k) 

k = n+ I 

k = I k = I 

=,', 
门 (1 _ q2k-l) 
k=I 

" 
由于门 (l -q2n) 收敛，所以

n = I 
2n 

hm 门 (1-q2k)=l,
n一 中 k = n+ I 

于是

limP2. = 。·
几一中

门 (l - q2n-I) 
n = I 

由千 limP2n-l = limP五，所以
n一“＇ 九一卡中

。

岊尺＝月 (1 +旷）＝ 。·
门 (1 - q2n-l) 
n=I 

中

1 1 
。

7 设 a2n-l =－贞， a2n ＝孟十才去），证明级数； an与；式都发散，但无穷
。

乘积门 (1 + a.) 收敛
几＝ 2 

n 

证 设 Sn = I ak ，则
k = I 

23 
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Ill 第九章 数项级数

S2. = t ~(1 古），
由于计言） ～炉----+00 ），于是

n l l 
曰n =!~ 6 计 1 飞） = + 00' 

OO 

l l ° 

所以 Ia几发散；又由于 a;n-1= — ,a;n> 一可知， 2 式也发散
•=I n n n=I 

n 

设 Pn ：：：门（ 1 + ak) ，则
bl 

氏＝ D (1-贞） (1 ＋贞 ++(1 + i)) = D (1 －卢），
所以 lim凡存在且非零．由千

n-CO 

limP 2n - I = limP 2n' 
几一气 Co n一 。

所以 lim尺存在且非零，即无穷乘积订 (1 + an) 收敛．
n-0 n = 2 
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§1 函数项级数的一致收敛性

l. 讨论下列函数序列在指定区间上的一致收敛性：

(1) 凡 (X) = e 一九义，

(2) s.(x) =xe-"', 

(i) XE(0,1), 

XE(O,+oo); 

(ii) X E (1, + 00) ; 

(3) S.(x) = sin 土，（ i) XE (- 00, + 00), 
n 

(ii) xe[ -A,A](A>O); 

(4) S.(x) =arctan nx, (j) XE(Q,1), (ii) X E (}, + 00) j 

(5) Sn(x) ＝尸， xe(-00,+00);
n 

(6) S.(x) =nx(l -x)", XE [0,1]; 

(7) S"(x) =~In~, (i) XE (0,1), (ii) XE (1, + oo); 

(8)S.(x)=6, (i)xe(O,l), (ii)xe(l,+oo); 

(9) Sn (X) = (sin X) n, XE [ 0, 式；

(10) s. (x) = (sin x) +, (i) x E [ 0, 式，
(ii) X E [ 8,'iT - 8](8>0); 

(ll)S.(x)=(l+~)", (i)xE(-oo,+oo), 

(ii) x E [ - A, A] (A > 0) ; 

(12) s.( x) =n臣勹五），（i)xE(O,+oo),
(ii) X E [ 8, + 00) (8 > 0). 

解 (1) (i) S(x) =0, 

d(S.,S) = xes片rl) 1s.(x) -S(x) I =1-I-+0 (n--+ oo), 

所以心几 (X) l 在 (0, 1) 上非一致收敛．

25 
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! II 第十章 函数项级数

(jj) S (X) = 0, 

d(S. ,S) = x e (SIup 中 ） 1 凡 (x ) -S( x ) I =e 一几 ------+0(n------+oo),

所以 J S.(x)I 在 (I,+oo ）上一致收敛．

(2) S(x) =0, 

d(S. ,S) = ,e to~r~ ) I s . (x) -S( x ) I =~-o(n------+oo), 

所以 {Sn( x ) ｝ 在 (O,+oo ） 上一致收敛．

(3) (i) S( x ) =0 , 

d(Sn,S) = , e ( ~~~u) IS.(x) -S( x ) I =1 占 O(n-oo),

所以 ls. (X) } 在 (-oo,+oo ）上非一致收敛．

(jj) S ( X) = 0, 当 n> —
2A 
'1T, 

d(S. ,S) = , er~r.A] I 凡 (x) - S(x) I 叶-o (n-400), 

所以 i Sn (x) } 在[ -A,A] 上一致收敛．

(4) (i) S( x ) ＝卫2, 

d (s n' s) = .. sra~l ) I s" (X) - s (X) I =f -I+ 0 (n----+ oo), 

所以 飞 (x) ｝ 在 (0, 1) 上非一致收敛，

(ii) S( x ) 
7r 

= 2 ' 

d (S" , S) = sup . I 
'lT 

= sup I 5 几 (x) - 5 (x) I = ~ - arc tan n-O (n- 00), 
X E (1 ， 十 = ) ' - n, ·· , -,.., , 2 

所以 1 凡 (x) ｝ 在 (l,+00 ）上一致收敛

2 l l (S)S( x )=l x l ，由于 1 凡 (x) -S(x) I ＝`:二- I x | 亡，于是n- n 

d (Sn , S) = sup I S n (X) - S ( X) I ----+0 (n----+ 00), 
xe ( - ~ . + 中）

所以飞 (x) ｝在 (-oo,+oo ）上一致收敛．

(6) S(x) =0, 

`) －叶） = ( l －+) 几令 O(n----+oo ) , 

所以 {Sn(x) ｝在[ 0, 1] 上非一致收敛．

(7) (i) S( x ) =0, 由千凡 (O+) -S(O+) =0 ，且

d l 盂飞 (x) -S(x)] ＝了（ 1 + 1气） < O(n>2), 

千是

d(S几， S) = XES片pl ) l Sn(x) - S(x) | ＝宁----+O (n----+ co), 

所以 { Sn(x) }在 (0, 1) 上一致收敛．



§ 1 函数项级数的一致收敛性 I ll

(ii) S (X) = 0, 

凡 (2n) - S(2n) = 2 ln 2 卉 0 (n---> oo), 

所以 ISn(x)I 在 (1,+oo ）上非一致收敛．

(8) (i) S(x) =0, 

1 \ n 

s.(I --!;-) -s(l --!;-) = ~－了）令0 (n-OO ), 

l + (l 1 \ n 勹
所以心n (X) I 在 (0, 1) 上非一致收敛．

(ii) s (X) = l' 

1 \ n 

l +--=-----s.(I 叶） － s(l 士） = ( n ) - l -I-+0(n-OO ), 

1+(1+-; 
1 \ n n) 

所以 I S.(x) I 在 (1,+oo ）上非一致收敛．

Tr 

(9) S(x) = 1:: 
x =— 
2'l 

取丸 E [O ，式，使得 sin xn = 1 －一，则x,, #— 
Tr 

'1T n2' 
XE [O ，式，无子一-

2' 

1 \" 
归）－S(xJ=(l- －）占 Q (n----+OO), 

n 

所以 ISn （元） ｝在［ 0 ，叫上非一致收敛．

0, 冗＝ 0,'TT, 1 
= (10) (i) S(x) = { 取丸 E (O,'TT ），使得 sin x 

1, 0 <无 <'TT ， n 2 

S乒） － S区） =; － l 卉 Q (n----+OO), 

所以 ISn(x) ｝在［ 0 ，式上非一致收敛．

(ii) s （元） =1' 

n ，则

d (S., S) = _sup _ j S. (x) - S (x) j = 1 - sin飞一0 (n-+oo), 
x e (8,-rr -8] 

所以 {Sn(x) ｝在 [8,,r -8] 上一致收敛．

(11) (i) S(x) =e•, 

S.(n) -S(n) =2" -e" 占 0(n-+oo),

所以飞 (x) ｝在 (-oo , +oo) 上非一致收敛

X \ n 

(ii) 令 fn (X) = e -x (1+ —)，其中 xe[-A,A],n>A．设 g" (X) = ln f. (X) ，则
n 

>0, -A~x<O, 

炉）＝上－ l ｛ ：:：。:::，A
千是对 xe[ -A,A], 

27 
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min j g n (A), g.(- A) ｝气n (X) 气"(O) =0, 

min l/. (A),j、~ (- A) I,s;fn (X),s;fn (0) = 1, 

0:::;; 1 －儿（ X) :::;; 1 - min lfn (A) ，八 (-A) I 一0 (n--+ oo), 

由此得到

兀e, |Sn (x) - S(x)| =艾em | (1+:)n -eX I 
:s;eA ~up _ l 1 -f.(x)}--+O (n--+ oo), 

xe [ -A,A ] 

所以 1 凡 (x) ｝在[ -A,A] 上一致收敛

1 
(12) (i) S(x) =— 

坛＇

l I 主）－ S仁）＝（五－打已 O(n--+oo),
所以 {Sn(x) }在 (O,+oo ）上非一致收敛

1 
(ii) S (X) = ~ 

2石，

沪）＝ n臣勹－丘）＝ l l l 

/ 
<— =S(x), 

X +~ +rx 2 石
n 

由千

d 
一[S.(x) -S(x)] = 

- 1 1 
+ －丁＞ 0,

dx n 2 』勹（石＋尸） 4x了

可知

d(S.,S) =,.[s8UP中 ） I s.(x) -S(x) I = I s.(8) -S(8) I 

= -n(｀工＿叶_!__--+O (n--+ oo), 
n 2屈

所以 1 凡 (x) ｝在 [8,+oo ）上一致收敛．

2. 设 Sn(x) =n(xn -x2n) ，则函数序列 Is. (X) ｝在［ 0, 1] 上收敛但不一致收敛，且

极限运算与积分运算不能交换，即

皿沪）dx# J0 }：巴 sn(x)dx l 

证 函数序列戊(x) ｝在[ 0, 1] 上收敛千 S(x) =0. 取 x. = l －一，则
n 

sn(xn)- S(xn) = n[ (1-[.)n - （ l-[．） 2nl 一＋ 00 , 

所以 I S.(x)I 在 [0,1] 上非一致收敛．

由千
1 1 

曰。 Sn(x)dx ＝皿fo n(xn - x2n) dx =了, Jo ！咒 S. (x) dx = 0, 

所以
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压{ Sn (X) dx ¥- { }~巴 S.(x)dx

3. 设 Sn(x) = x 2 2 ，则
1 + n·x 

(1) 函数序列 1 凡 (x)} 在（－ oo,+oo ）上一致收敛；

d (2) ｛盂环）｝在 (-oo,+oo ）上不一致收敛；

(3) 极限运算与求导运算不能交换，即

d lim....::_S d 
几-~ dx n 

(x) =— lim S,. (x) 
dx,;-_::; 中

并不对一切 xE( － OO, + oo ）成立

解 (1) S.(x) =~,S(x) =0 ，则
l + n x 

x I 1 I S.(x) -S(x) I = l~I ~- ----+0(n----+oo), 
l +n x 2n 

所以 I S.(x) I 在（－ oo,+oo ）上一致收敛．

(2) 心Sn(x) =~,u(x) =!［心 (x) ＝扎：
1 

取 xn = —，则
2n 

X =0, 

x=i'O, 

d 
-S () () 

12 
= dx n n 

xn)-u(x.) =~--1-+0 (n----+oo), 
n , 25 

d 所以｛酰(x) ｝在（－ oo,+oo ）上不一致收敛．

(3) 由于在 X =0 处，

d d —IimS,. (x) =0,u(x) = lim—Sn(x) =l, 
dxn-~ n-o dx n 

所以在 X =0 处，

d lim-S ( d 
n一 中 dx n 

X) = ~ lim Sn (X) 
dx尸0

不成立

I 
4. 设凡 (x) = ~arctan x" ，则函数序列｛凡 (X) l 在 (O,+oo ）上一致收敛；试问极限

n 

运算与求导运算能否交换，即

d d 
lim~S. (x) =— limS. (x) 
几-~ dx n dxn一～

是否成立？

解
l n - l 

S.(x) =.!.....arctan x",s:(x) =~ 
几

arctan x·,s:(x) = 
n 1 + X 

2n' 

5 (X) = lim Sn (X) = 0, S 1 (X) = 0, 

1 
所以 lim 义（ 1) ＝— =;ic S'(1) ，即•-® - n' , 2 

29 
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在 X = 1 处不成立．

d 
lim..;-s 

d 
- （一n- ~ dx n 

X) = ~ lim Sn (X) 
dxn一 中

5. 设 S"(x) =n°xe-"' ，其中 a 是参数．求 a 的取值范围，使得函数序列 1 凡 (X) f 

在[ 0, 1] 上

(1) 一致收敛；

(2) 积分运算与极限运算可以交换，即
I 

皿沪）dx = f: !~巴沪） dx;
(3) 求导运算与极限运算可以交换，即对一切 xe[0,1] 成立

d 
lim S 

d 
—(-x) = ~ lim S.(x). 

n-~ dx', dxn- ~ 

1 
解 (1) S(x) = limSJx) =0 ， 令 s:(x) =n°e-nx(I -nx) =0 ，得到 x =—，即

n - ·~ . n 

d(S., S) 
1 

= xe喂P1] 1 凡 ( x) -S(x) I =S.( 了) = na - le-1, 

所以 limd(S. ,S) =0 当且仅当 a< 1 时成立，所以当 a< 1 时，｛ s " (x) I 在[ 0, 1] 上一致
n一中

收敛．
l l 

(2) fo nli巴 sn( 无 )dx = f。 S(x)dx =0, 

l l 
I。 S几 (X) dx = n a - 2 - n a - I (1 + -;) e - n' 

所以当且仅当 a <2 时，成立
l l 

皿I。正） d元＝ [!~~ Sn (X) dx 

(3) 妇巴凡（元） ＝点S （ 兀） ＝ 0 ，点凡 (x) = n"e - nx(l- nx) ，由于

所以当且仅当 a <0 时，

对一切 xe[0,1] 成立

, 
。

归 e ~ nx (l －吓） = {l : 
XE(O,l], 

X =0, 

d d 
lim~S. (x) =~limS.(x) ,;-..:.:~ dx - • ' .., dx,;.:. ~ 

6. 设 S'(x) 在区间 (a,b) 上连续，

1 
Sn (X) ＝小（ x +订－ S(x)],

证明： {S.(X) I 在 (a, b) 上内闭一致收敛千 S'(x).

证 显然 lim Sn (X) = S 1 (X) ，所以只需证明 VTJ>O,l 凡 (X) l 在 [a +TJ,b-TJ] 上一
n-0 

致收敛千 S'(x).

取 O<a<TJ ，则 S'(x) 在 [a +a,b -a] 上一致连续，即\/ e > 0, 3 8 > 0, \/ x', x" e 
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[a+a,b-a] ，只要 Ix'-x" I <o ，就成立

I S'(x') - S'(x") I < e. 

l 
取 N=max{[ —] [ 

l 
8' l} ，则当 n>N 且 XE[a+r,,b-r,] 时，有

T/ - a 

1 
x+ —E[a+a,b-a], 

n 

1 
由 Lagrange 中值定理， S.(x) =S'(g),gE (x,x +_:__)，千是

n 

Is几 (x) -S'(x) I= I S'(t) -S'(x) I <s, 

所以 IS,, (X) ｝在 (a,b) 上内闭一致收敛于 S'(X).

7. 设 S。（ x) 在 [O,a] 上连续，令

Sn (X) = J: Sn_ 1 (t) dt, n = 1, 2, · · ·. 
。

证明：戊 (x)I 在 [O,a] 上一致收敛于 0.

证设 Is。 (x) I ~M，则

IS1(x)I =JJ:s。 (t) dt I 也，

I JX 
x2 

IS2(x) I= JJ:s1(t)dt1~ J:Mtdt=M 五＇

I 凡 (X) I = I I: Sn_ I (t) dt I ~ I: M ~dt = M 五，

由于
n n 

M气卢，hm(M 五）＝ 0,n ! - - n !',;-.:::;,; \ n ! 

所以｛凡 (X) I 在 [O,a] 上一致收敛千 0.

8. 设 S(x) 在[ 0, I] 上连续，且 S(1) = 0. 证明： ｛ 矿 S(x) ｝ 在[ 0, 1] 上一致收敛．

证 S(x) 在[ 0, 1] 上连续，所以有界，设 I S(x) I,;;;M. 由 S(l) =0 ，可知

Ve>O, 38>0, Vxe [1-8,1] ，成立 I x"S(x) I <e. 

由于 Ix勹在 [0,1 -8] 上一致收敛于零，可知

3N, Vn>N, Vxe [0,1-8] ，成立 1 矿 I<~,

于是

I fS(x) | < 8 

对一切 xe[0,1] 成立，因此 1 x"S(x) I 在[ 0, 1] 上一致收敛．
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§2 一致收敛级数的判别与性质

l. 讨论下列函数项级数在所指定区间上的一致收敛性：

(1) L (l - x) x", x e [ 0, 1] ; 
"=0 

(2) 昙 (1 - X)2 x", XE [ Q, 1] ; 

CO 

(3) L x3e 一 心2, XE [0, + IX) ) ; 
n=O 
。

(4) I xe-n,2' 
n=O 

c 

无

(5) 2 3 2' 
n =0 l + n x 

° 

(6) I sin nx 
3 

n = 1 石气了＇

(i)xe[O,+oo), 

冗 e(-00,+00);

xe(-00,+00); 

(7) ~ (- 1) n (1 - X) Xn, X E [ 0, 1] ; 

中 (- 1) n 

(8) 2 2' 
;:"1 n+x 

OO 

(9) I 1 
2"sin — 

n =。 3 n x' 
匀 .. 

xe(-00,+00); 

(i)xE(0,+00), 

(lO) 2 sm x sm nx 
, xe(-oo,+oo); 

;;;"1 丘
~ 2 

(1l) 2 X 

f:-'o (1 + X2) n' 
xe(-00,+00); 

® 2 

(l2) 2 (- l) n 
X 

n =。（ 1 + x2) n' 

XE(-00,+00). 

几

(ii) 冗 e[8,+oo) (8>0); 

(ii) X E [ 8, + 00) (8 > 0) ; 

解 （ 1) 凡 (x) = L (1 - x) xk = 1 - x" + 1, 由于 Ix•• 1 l 在[ 0, 1] 上非一致收敛，所
k=O 

e 

以 2 (l -x) 矿在[ 0, 1] 上非一致收敛
n=O 
(2) 设 u.(x) = (1 - x)2矿，则在[ 0, 1] 上

0<u( ) ( 
n \ 4 

n (X 气言习< (n + 2) 2, 
oo 

4 
oo 

由于 2 2 收敛，由 Weierstrass 判别法， ( l － x)2矿在[ 0, 1] 上一致收敛．
~ (n+2) 2 n=O 

(3) 设 u.(x) = x3e 一几元2 ，则当 n习时，在 [O,+oc ）上
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。王（ x飞u.(Jf) =1, 
3屈中 K ~ 

其中 k=—-e分由于 2 了收敛，由 Weierstrass 判别法， 2 x3e 
, 

4 
一心－在 [O,+oo ）上一

n=O n2 n=O 

致收敛

(4) (i) 设（）玉
2 1 

u. (x) = xe ，对任意的正整数 N，取 m=2n(n>N) 与 xn =- e [0, 
石

+ 00) ，则
m I uk(x.) =x.e 一 (n+l)x~ +x.e 一 (n+2 )x~ +…+ X" e - 2••~ > nx n e - 2nx~ 

k=n+I 

＝石~-2--> + 00 (n->OO), 

所以 I xe-n兀2 不满足一致收敛的 Cauchy 收敛原理的条件，由此可知 I xe -nx2 在
n=O n=O 

[0,+00 ）上非一致收敛；

1 (ii) 设 un(x) =xe 一几工2 ，则当 n >—－时， Un (X)关于 x 在 [8, + 00) 上单调减少，所以
282 

0 ~ u. (x) 窃e 一护n'
0 0 

由千 2 8e-82几收敛，由 Weierstrass 判别法， 2 xe-n元2在 [8, + 00 ）上一致收敛．
n=O n=O 

中

(5) 设 un(x) =~，则当 n;;:,,, 1 时， I Un (X) I =:::; =1-丁，由千 2 」了收敛，由
l + n x 2n了 n =0 2n 2 

改；，

Weierstrass 判别法， 2
X 

3 2 在（－ 00,+00 ）上一致收敛
n =0 1 + n x 

sm nx (6) 设 Un (X) = ，则当 n;;;,; 1 时， I Un (X) I ~ ~，由千；上收敛，由
坏 n了 n=l n了

中

Weierstrass 判别法， 2
sin nx 

3 在（－ 00,+00 ）上一致收敛
n = 1 J 

(7) 设 a.(x) = (I -x)x" ，从（ x)=(-1)" ，则{ an(x) ｝对固定的 XE [0,1] 关于 n

是单调的，且在[ 0, 1] 上一致收敛千零，同时 1 ：九（ x) I ::;;; 1, 由 Dirichlet 判别法，
° 
艺 (-l) 飞 1 - X) x" 在[ 0, I] 上一致收敛
n =0 

I 
(8) 设 a.(x) =~,b.(x) = (- I)" ，则 !a.(x)f 对固定的 xe(-oo,+oo ）关于

n +x 

n 是单调的，且在 (-00,+00 ）上一致收敛于零，同时 It, b,(x) I 引，由 Dirichlet 判别
3 

法， 2
(- 1) n 

2 在（－ 00,+00 ）上一致收敛．
.;71 n+x 

1 2 
(9) (i) 设 un(x) =2"sin-－，取凡＝—－ e(O,+oo) ，则

3nx 3n'IT 
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I ll 第十章 函数项级数

un(xn) =2九一 + 00 ' 

I 
即 I Un (X) ｝在 (0, + 00) 上非一致收敛于 0 ，所以 L 2"sin —－在（ 0, + 00 ）上非一致

n =。 3'，无

收敛；

1 
仰）设 u. (x) =2"sin-－，则当 xe[S,+oo) 时，

3飞

I u.(xn) I 叶（勺几，
'.'.'.., 1 / 2 \ n., ~•, - · ..,., ~-• ,,.;..., -. . 1 由于孟;行）收敛，由 Weierstrass 判别法， ;s 2"sin-－在 [8, + 00 ）上一致收敛

n =。 3飞

1 
(10) 设 a.(x) ＝—，从（ x) = sin 无 sin nx ，由于 a" （兀）与无无关且单调趋于零，所以

石
凡 (x) ｝对固定的匡 (-00,+00) 关于 n 是单调的，且在（－ 00,+00 ）上一致收敛千

零 ，同时

I n ；如） I = I cos f t 2sin 宁sin kx I = I cos f I · I cos(n++）无一 COS 于 1 包，
。

由 Diri chlet 判别法， 2
sm x sm nx 

在（－ oo,+oo ）上一致收敛
n=1 石

2 

(11) 设 Un (X) = 
x l 

2 (l +x) 
九 ，取 8。=-;- >0 ，对任意的正整数 N，取 m=2n(n>N) 与

e 

l 
Xn =---;::_E ( - oo, + oo) ，则
石

'.'.'.. x2 x2 x2 nx2 
n X n X n nx 2 uk( xn) = n 

1 
2, n + l 

+ +...+ > >—= c 
k=n+1 (l +Xn) ( 1 ＋式） n+2''(1 ＋式） 2n (1 ＋式） 2n 'e2 -vo, 

。

所以 2 x 2 n不满足一致收敛的 Cauchy 收敛原理的条件，由此可知
X 

~ (1 + x") 
2 2n 
n =0 (1 + x) 

在（ － 00,+00) 上非一致收敛．

(12) 设 an (X) = 
X 

(1 + x2) n'~ n 
b"(x)=(-1) 几，则 j an (X) I 对固定的年（－ 00,+00)

关千 n 是单调的，且在(-00,+00 ）上一致收敛千零，同时 1 嘉 bk(x)j~l ，由 Dirichlet

判别法， 2 (- 1)n 
X 

几＝。（ 1 + x2) n 

在（－ 00,+00) 上一致收敛

口

2. 证明：函数f(x) = 2 cos nx 
勹－－在 (0,2'1T）上连续，且有连续的导函数

;-;'o n· + 1 

证由于 1骂玉<丁L飞 i 了仁收敛困丘叩产判别法;骂巴竺在
n + l n + 1 n=0 n + 1 n =0n+ 1 

中

(0,21T) 上一致收敛，所以 f(x) = 2 竺s nx在 (0,21T）上连续
n =0 n + 1 
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心 。

设叭 x) = ~ ( 
cos nx\ · __, nsm nx, _ I n 

2 
n =0 

n +l ) = －孟忙＋ 1 ，由于 {n2+1}单调趋于零，且对任意的
0<8<1T ，当 xe[8,21T-8] 时，

1 

I : sm kx 1 = cos(n ＋叶X- cos; 1 <土
21 sin 了 I ~sinf' 

oo . =. 
nmn nx nsIn nx 

2 在[ o, 2'TT 一 8] 上一致收敛，即－ 2 2 在
n + 1 n=0 n + 1 

由 Dirichlet 判别法，可知－ 2 
n=O 

° 

(0, 2,r ）上内闭一致收敛，因此叭 x) = - I nsm nx 
2 在 (0,21T ）上连续．再由逐项求导

~o n· + 1 
0 

定理，可知 f'(x) = u(x) 在 (0,2'TT ）上成立，即 f(x) = 

导函数

2 e?snx 在 (0,2'1T）上有连续的
;7'o n" + 1 

中

3. 证明：函数f(x) = L ne 一心在（ 0, + CX) ）上连续，且有各阶连续导数
n = I 

证 对任意的 O<a<A<+oo ，当 x e [ a, A] 时，成立 0 < ne 一心~ ne - an' 且
中 中立

I ne -an收敛，由 Weierstrass 判别法， L ne- “ 在［ a,A] 上一致收敛，即 L ne_ ，” 在
n=I n=I n=I 

。

(O, +oo ）上内闭一致收敛，所以 J(x) = L ne 一心在（ 0, 十～）上连续．
n=I 

中 0 0 

设叭X) = I (ne - nx)'= - I n 2 e - n尤，与上面类似可证明－ I n2e-n• 在 (0'
n=l n=l n=l 

° 

+ 00 ）上内闭一致收敛，因此叭 x) = - L n2e 一应在（ 0, + 00 ）上连续．再由逐项求导
n = 1 

定理，可知 f'(x) =u(x) 在 (0,+00) 上成立，即 J(x) = I ne -n又在 (0,+00 ）上有连续
n=I 

的导函数

° 
注意到（－ l) k L n' 飞尸"(k = l,2, …）在 (O,+oo) 上都是内闭一致收敛的，所以

n = 1 

~ 
上述过程可以逐次进行下去，由数学归纳法，可知f(x) = 

阶连续导函数

L ne 一心在 (O,+oo ）上有各
n=I 

o o 

4. 证明：函数 2
1 
=在 (1,+00 ）上连续，且有各阶连续导数；函数

(- 1) n 2 工在
;;71 n ;;71 n 

(0,+00) 上连续，且有各阶连续导数．
。

1 l l 
设f（元） = 2 ＝，对任意 l<a<A<+oo ，当冗 e [ a,A] 时，成立 0<~~下，

;;71 n n n 
证

C 

1 
。

1 
中

且 2 了收敛，由 Weierstrass 判别法， ＝在[ a,A] 上一致收敛，即
几＝ l n 2 n = I n 2 

1 
勹血在 (1'

n = I n 

1 
+ 00 ）上内闭一致收敛，所以 J(x) = I~在（ 1'+ 00 ）上连续．

;;-;;-1 n 
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吱（卢）＝ －归，且对任意 l<a<A<+oo , -i 杻上在[ a,A] 上一致收敛 ， 即
n n = I n义

中 O

- 2 悍在 (1 , +oo ）上内闭一致收敛，则－ 2 杻产在（ 1 ·, + 00 ）上连续
;;-;-1 n ;;-;-1 n 

由逐项求

中

导定理，可知 f'(x) = 
ln n - 2 千，即 J(x) 在 (l,+oo ）上有连续导函数

n = 1 n 

利用
dk (l klnk n 

dxk\ n兀
f(~) = (-1) —(k = 1,2, …)，可以证明 (-l)kt 杻立在 (l,+oo ） 上

nx n= I nx 

内闭一致收敛，同理可得f(x) 在 (1,+oc ）上有各阶连续导函数．

设 g(x) = I (- 1) n 

，由 Dirichlet 判别法，可知对任意 O< a <A< +oc 
;;-;-"1 n 

。 OO (- 1) n (- 1) n 2 在[ a,A] 上一致收敛，即 2 在 (O,+oo ）上内闭一致收敛，所以
n = I n n = 1 n 

。 (- 1) n 

g(x) = I~ 在(O,+oo ）上连续
n = I n 

又斗((- l)n (- l)n+lln n 
dx 

nz )= n父 ，同样由 Dirichlet 判别法，可知对任意 O<a<A<
o 

+ 00 ,I (-1) n+ 1 In n 
在 [a,A] 上一致收敛，即 2

; (-l) "•11n n 
在 (O,+oo ）上内闭

n = I n n= l n 
中 n + I 

一致收敛，所以 2
(- l) ln n 

在 (O,+oo ）上连续．由逐项求导定理，可知 g'( X ) = 
n= 1 n 

; (-1) "+1lnn 

2 ， 即 g （ 兀 ）在 (0, +00 ）上有连续导函数．
尤

n = l n 

33 

dk 
利用—k(

(-1) "\ (-1) ".klnkn 
dx n元 ) = 工 (k=l,2,.. ·)，同样由 Dirichlet 判别法，可以证明

n 

(-1) n+klnkn 
在 (O,+oo ）上内闭一致收敛，同理可得 g( X ) 在 (O,+oo ） 上有各阶连2 n = I n 

续导函数

5 . 证明：函数项级数J(x) = I arctan 气可以逐项求导，即
n = l n 

d 
。

d x 忒(x) = ~忑(arctan 习
0 

证 函数项级数f(x) =2 X 
arctan --;-对一切 xe(-00,+00 ）收敛，且

n= I n 

点(arctan ~) =7, 
n +－了

n 
中

1 1 d x 
由于 2 <了 ， 由 Weierstrass 判别法，可知 2 - arctan - - OO, + OO 2 x n n=1 dx( n2 ) 在（ ）上一致

n +了
n 
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° 

收敛，再由逐项求导定理，即可知道

d 
f(x) = 

dx 
；心(arctan月

《元

6. 设数项级数 2 an收敛，证明
n = I 

° 

(l) lim 2 an 

x一O +,:-;-'1 n 
= 又

c 

2 吓
几＝ 1 

I ~ 

(2) f 2 叮dx = 
o n = 1 

。

2 
an 

. 
n= I n + 1 

证
1 

(1) 首先对于每一固定的 xe[0,8)(8>0) ，＝关千 n 单调，且对千一切 XE
n 

( 

[ 0,8) 与一切 n ，成立 0 <- 
I 
~I ，又因为 2 an是数项级数，它的收敛意味着关于 x 的一

n ;;-;-1 

CO ~ a _ _... .. __ . _ ~... ~ a 
致收敛性，千是由 Abel 判别法， 2 气在 [0,8) 上一致收敛，因此和函数 2 气关于 x

;-;-'1 n ;;-;-1 n 

在 [0,8) 连续，从而成立

压；乌＝
;;-;"1 n 

~ 
2 见·
n = I 

° 
(2) 由例题 10. 2. 4, L a . x" 在［ 0 , 1] 上一致收敛，再由逐项积分定理，得到

n = I 

fl i an xndx =i 二．
0 ;;-;-1 n =- I n + 1 

7. 设 u. ( x ),v.( x ) 在区间 (a, b) 上连续，且 I u.(x) I ~v. (x) 对一切 n E N 十成立 ．
中 ~

证明：若 L v. ( x ) 在 (a, b ) 上点态收敛于一个连续函数，则 2 见 (x) 也必然收敛于一
n = l n = 1 

个连续函数．

证 设任意闭区间 [c,d] C (a,b) ． 由千 vn (x)~o 在[ C,d] 上连续，和函数 L v. (x) 
n = I 

在[ c ,d ] 上连续，则由 Dini 定理可知 2 vn( x ) 在[ c ,d] 上一致收敛．于是由 Cauchy 收
几 ＝ 1 

敛原理，可知 \:/e>O, 3N, \:/m>n>N, \:/xe [c,d] ，成立

lu.. 1(x) +u.. 2(x) +··· +um(x) j ~v.. 1(x) + v. . 2( x ) +··· +vm(x) <e, 

此即说明 L u. (x) 在 [ C,d] 上一致收敛，因此 L u.(x) 在[ C,d] 上连续．由于［ c ,d]
n = 1 n = 1 

。

C (a,b) 的任意性，即得到 L u. (x) 在 (a,b) 上连续
n = I 

0 

8 . 设函数项级数 2 见 (x) 在 X =a 与 X = b 收敛，且对一切 nEN+,un( x ) 在闭区
n = 1 

间 [ a,b] 上单调增加，证明： 2 见 (x ) 在[ a , b] 上一致收敛．
n=l 

。

证 由于 I un (x) 在 x = a 与 X = b 收敛，由 Cauchy 收敛原理，可知
n = I 
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m m 

丘＞0,3N,Vm>n>N，成立 1 忑＋ I Uk(a) 1 勺与 Jk~+1 uk(b) J <e. 

再由 u.(x) 在 [a, b] 上的单调增加性，可知对一切 xE[a,b] ，成立

I k 笘＋ i uk(x) I 钮ax{ j kt+i uk(a) j, I 忑 1 uk (b) j } < e, 

此即说明 I un(x) 在[ a,b] 上一致收敛
n = l 

9. 设对一切 neN+,u.(x) 在 x=a 右连续，且 2 un(x) 在 x=a 发散，证明：对任
n = l 

意 8 >0, L un(x) 在 (a,a+8) 上必定非一致收敛．
n=I 

证 采用反证法．设 L u.(x) 在 (a,a+5) 上一致收敛，则
n=I 

m 

丘＞ 0, 3N, Vm>n>N, Vxe (a,a+8) ，成立 j I uk(x) 
8 

k~+1 uk(x) I<了

再令 x-+a +，得到忑＋1u.(a)J~f<e，这说明~ u.(x) 在 x=a 收敛，与条件矛盾，

所以 2 见（ x）在 (a,a+8) 上必定非一致收敛．
n = I 

00 

10. 证明函数项级数~ ln(1 + 
无

n=2 工）在[ - a,a] 上是一致收敛的，其中 a 是小千
2ln22 的任意固定正数

证 ln(1 + in无2n) 在[ - a,a] 上单调增加，所以

ln(l-nln勹叫 1 ＋二）叫 1+nl\），

叫 l 士二） ～士二(n----+OO).nln2 n / ~ nln2 ) 
nln'n 

°”“; 
由于；孟＼收敛，所以 ~2 ln(I 士盂:)收敛，再由习题 8 可知 ~ln(l +~)在
[ -a,a] 上一致收敛．

11. 设
` 

f伈） = 2 l 无
— tan-

n = l 2n 2n. 

(I) 证明：J(x) 在 [o 子］上连续；

于
(2) 计算 J:J(x)dx.

于

解 (I) 对一切 XE [ 0 ，于］，有

1 X 1 
0:!S:~tan —<— 

2 2n 2 九'
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0 
O9 1 由于；上收敛，由 Weierstrass 判别法，可知；了tan f在［ 0 ，子］上一致收敛，从而

2 
。

f(x) = 2 1 X 

n = 1 2 
-;f;tan —在［ 0 ，卫

2 几
2] 上连续

中

(2) 由 (1)'t 卢tan 王在[f，千l 上一致收敛，由逐项积分定理，n 2n 

° 

厂f(x) d元＝
千

中 介

~f 2 X. X 
tan --=-d -=- = 

工

® cos ~ n cos ~ 
Il 3. 2n + I n = 1 3. 2n+ 1 

n ___:::_______:: = ln 
n = 1 6 

2n 2n ~ 
n = I Tr 

cos T 
2n+I n cos = 

n = 1 2 

中

再利用例题 9.5. 3 的结果 n
x sm x 

cos-= 
2n X 

，得到
n=I 

f:j(x)dx = ln勹言］ =In½ 

c 

12. 设 J（ x) = 2 cos nx 

n = 1 J 
(I) 证明：J(x) 在（－ 00,+00 ）上连续；

戈

(2) 记 F (X) = J: /(t) dt ，证明：
。

迈 1 _ r;,{'Tl"\ ✓ ff 了飞 <F行）气
证 (1) 对一切 xe(-00,+00) ，有

cos nx 1 
< －了 ，

J 卢
中口

由于 2
1 亏收敛，由 Weierstrass 判别法，可知 2

cos nx 
在（－ 00,+00 ）上一致收敛，

n = I n了，t = 1J 

所以 f(x) = i ~气竺在(- r:,:,, + r:,:, ）上连续；
几＝ 1 V斤厂三言

° 

(2) 由于 2
cos nx 

在(-~，十 r:,:, ）上一致收敛 ， 由逐项积分定理
几＝ I J 

兀 ～ o . 
F(x) = f f(t) dt = 2 f .' cos nt dt = 2 sm nx 

0 n = 1 。石亡； n = l n J？了勹；＇

于是
CO 

2 
(-l)n-1 

n 寸 (2n - I) ✓（~ + (2 n - I) 

中

2 l sm 气＝
n = l n J 2 吁）＝

五 1
这是一个 Leibniz 级数，它的前两项为一与－－，所以

2 3 厘
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I ll 第十章 函数项级数

及 1 在 1'lT 互
了飞气飞言<F片）气

oo 

13. 设 f（ x) = 2 I 
t--o 2" +x· 

(1) 证明 f(x) 在 [O,+oo) 上可导，且一致连续；
十氓

(2) 证明反常积分 t- f(x)dx 发散
。

证

怎｝

(1) 由
l l l 

—<— 2 -2n + x2九'
n 收敛，可知

n =0 2 

改

2 
1 

2" + X 
在 [O, + oo ）上点态收敛；又

n=O 

d ( 1 )= - l 2 ，且对一切 x E [0, + oo) , I - l l 
° l 盂 2n +x (2n +x) (2n +x)21 了，孟歹收敛，所以

io 心（上）在 [O, + oo ）上一致收敛．由逐项求导定理，J(x) = t *－在［ 0,
n =0 2n + x 

+ 00 ）上可导

由于

卢）－厄） I = I 汇五－
可知f(x) 在 [O,+oo ）上一致连续．

(2) J: J(x) dx = I: (t ~) dx > 

° 

2 
1 几＝ 0 卢： I'!::: I X1 -x2 I · , 

1-4 

。

8
2
户

iJ:~= 6Jo2"+x t ln(1 ＋卢） • 

二氏。言 In(I ＋卢）＝ + OO ，可知丘f:j(x)dx = + OO ，所以反常积分 f: j(x)dx 

§3 幕 级 数

1. 求下列幕级数的收敛半径与收敛域：
O9 

(1) 2 3"+(-2)" 
矿；

n = I n 

" 2n 
(3) 2 (- l)nx 

n = l n ·2n ; 

~ 3n x- l n 
(5) ~万巨－）；

。

(2) ~I ( 

1 1 
~I (1 +了＋．．．＋了） ( X - 1)" 

c 

(4) 2 (- l) 
.ln (n + 1) 

(x+l)" 
n=I n + l 

"''2 

(6) I ln n 吐x. 
n , 

n =2 n 
c 

(7) 2 字；
n = I n 

; (n!)2 
(8) 2 f; 2i (2n) ! 

(9) I ; (2n) ! ! 
,f;-1 (2n+l)!! 

x". 
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§ 3 幕级数 i ll

解
; 3"+(-2)" 几 ° 

(1) 设； n x=; anf, ！[巴{巨丁＝ 3 ，所以收敛半径为
l_3 

__ R 

中工 n 

当 x ＝十时， ta几矿＝ ；计 1 + (－宁）］，级数发散
工〉中 n

1 
当 x= －一时， Ia九矿＝

3 
2 甘(- 1) n+ （宁）］，级数收敛n 

n = I n = I 

所以收敛域为 D = [ 
I I 
飞可｝

(2) 设 t (1 +½十叶）（x-1)"=
匀9

2 an(x -l)n，归，＝ 1 ，所以收敛
n = I 

半径为 R = 1. 
o o 

当 X =2 时， 2 an(x- l)n = ; （ 1 ＋½+…分），级数发散
n=I 

~ ~ 1 1 
当 X =0 时，~ a.(x - l) n = b (- 1) 几 (l +- ＋…＋了），通项不趋千零，级数

n = I n = 1 
2 

也发散

所以收敛域为 D=(0,2).

口 2n

n X 
(3) 设 2 (- l) ——-= 

n = l n ·2n 

m8 i

一

ln __ 

了
m8 iT ln 

, 几x 
n 

a 
8L?n 2n丁 l)“l

n. 2n 1 =—，所以收敛5 
半径为 R ＝拉·.

0 0 

当 x= 土应时， 2 见Xn = 2 (- l)" 
，级数收敛

n = l n = l n 

所以收敛域为 D = [－立，及］．
工立：

.ln (n + 1) —— n (4) 设; (- l) n + 1 (x +1)n = ; an(x + 1) 屯四门工丁＝ l ，所以收敛

半径为 R = l. 
中中

当 X =0 时， L a. (X + l) " = L (- 1) 
.In (n + l) 

是 Leibniz 级数，所以收敛．
n = \ n = \ n + l 

ln (n +I) 

n + I 
，级数发散

82i 
中

当 X = -2 时， L an (x + 1) • = 
n = 1 

所以收敛域为 D=(-2,0].
o o 

(5) 设 2 3n(x - 1)n = 2 an (x - l)n a 
3•+ 

n=1 万了 t an (X - 1) n, !~~厂＝阳[ (n+ l) ! · 2n+ 

n ! · 2 几
3” ]＝ 0 ，所以收敛半径为 R= ＋ OO ，收敛域为 D==(-oo, 十 00).

~ n2 2 

2 卢，正江了它《三习，所以收敛半径为 R = 1 
n=2 n 

~ 2 

(6) 设 2
ln'n.2 

X = n 
;;72 n 
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° 

当 x ＝土 1 时，显然 L a.x＇＇收敛，所以收敛域为 D=[ -1,1]. 
n=2 
° 

2 
a 

卢， lim 二
(n+l)! n•, 1 

n l _ 1 an I 王[ (n + l) ”+ 1 ．石－］＝了，所以收敛半径
立9

(7) 设 2 马矿＝
~In 

为 R =e. 
。

当 x = 士 e 时， I a几矿 = 
n = I 

0 

2 马（士 e)n ，应用 Stirling 公式
几 ;;-l n 

n! 
I 

～怎nn ＋了 e- 几 (n--+(X) ），

n. 
可知级数的通项一尸 （

1 
n 土 e)”不趋于零， 因而发散

n 

所以收敛域为 D=(-e,e).

° (n !) 2 n o n. a 
(8) 设 2 (2n), 2 anx,！咒二王［ [ ( n + l) ! ] 2. (2n) ! l 

~I-—x = n=1 an [2(n + 1) ] ! ( n! )2] ＝丁，所 以
收敛半径为 R =4. 

° 

当 x= 土 4 时， I a几矿 = 
n = I 

n! 

i (n! ) 2 

f;-\ (2n) ! 
（土 4) 几，应用 Stirling 公式

厂
I 

"+ ~ 2Tn 2 e -n (n-OO ), 

(n! ) 2 

可知级数的通项一一一（土 4丫不趋于零，因而发散
(2n) ! 

所以收敛域为 D = (-4,4). 

(9) 设 2
己 (2n)!! n ; • I a 

x = 2 anx, hm 1 二＝ lim 
(2n +2) ! !. (2n + 1) ! ! 

n = 1 (2n + 1) ! !,'= 1 n-o an _ [ ( 2n + 3) ! ! ( 2n) ! ! ] = 

l ，所以收敛半径为 R = l. 
oo oo 

当 X = - I 时，应用不等式 2k + I > ✓ （ 2K) （ 2k+2) 可知， 2 anx''= 2 (- l)n. 

． ；，是 Leibniz 级数 ，所以收敛
(2n) ! 

(2n + 1) ! 
O O9 

n =i n = I 

(2n) ! ! A, (2n) ! ! 
当 X = 1 时， I an矿 ＝ 2,令 bn = 

从 l
n= 1 n=1 (2n + 1) ! ! ( 2n + 1) ! ！'曰忙－ 1) ＝了，由

Raabe 判别法可知级数发散

所以收敛域为 D=[ -1,1) . 

2. 设 a>b>O ，求下列幕级数的收敛域：

(l) i 尸~)xn; (2) ~ n l n n2)矿，（2）: a n x + bn , 

(3) ax + bx2 + a2 x3 + b坛4 +… +anx2n- 1 + bnx2n +…. 

解

n n 

(1) 已尸~=a，所以收敛半径为 R=上
a 

当 x= －+时, ; (:宁)xn = ; ((-n l) 几 十扩 (n2了），级数收敛



§ 3 幕级数 I ll

1 _. ;..._, t a". b" \ ".;. 当 x =;时 ,t(f ：）矿＝ ; (- - 1 b" 
n + n2an) ，级数发散

1 1 
所以收敛域为 D = [－一，一．a a) 
(2) 10:/二亡＝上，所以收敛半径为 R =a. 

矿＋ b" a 

xn 
当 x ＝土 a 时， 2 了一下的通项不趋千零，级数发散，所以收敛域为D=(-a,a).

＂二 1 a + b 
。

(3) 设 ax+ bx2 + a气J+b2x4+···+a"x2n-l+b"x2n+···= ~I c.x", 则E巴/尺丁＝2 
2n - I 

lim 左＝丘，所以收敛半径为 R= －－．
1 

n一中 心

当 x= 士—
1 

厂
a ~I Cn矿的通项不趋千零，级数发散，所以收敛域为 D = (-i•i)· 

3. 设 2 。n矿与 2 炉＇＇的收敛半径分别为凡和 R2 ，讨论下列幕级数的收敛
n=O n=O 

半径：
中

(I) L a.x2•; (2) 2 (a,,+ bn)x''; 
n =0 n=D 

(3) I 吐nx几．
n =0 

解 (1) 设 2 见亡的收敛半径为 R.
n=O 

当 Ix I< ，飞时， 2 anx2'收敛当 lxl>,fl飞时， 2 anx2n发散，所以R = fRi. 
n=O n=O 

(2) 设 2 (an +bn)xn 的收敛半径为 R.
n=O 

当 jxj <min(R1,R2) 时， L (an+ 九）矿收敛．
n=O 

当 lxl >min(R1,R2),R! ＃凡时， L (a.+b.)x”发散
几＝ 0

°”“ 
但当 RI ＝凡时， I<an+bn归的收敛半径有可能增加，例如 L a.x" = L 矿的

n=O n=O,,=O 
o o o 

收敛半径为 1
I , 2 归＝ 2 （了－中＇＇的收敛半径也为 1 ，但 b,(a.+bJx" 的收敛

n=O n=OI.<. I n=O 

半径为 2.

所以 R ~ min(R,,R2). 

(3) 设 2 吐n矿的收敛半径为 R.
n =0 

由压]口工丁气压]压了·五]冗丁，可知 R~R,R2
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! II 第十章 函数项级数

上式等号可能不成立，例如 Ia九矿＝ 2 亡的收敛半径为 1,2 从矿＝
n=O n=O n=O 

I x2n +I 的收敛半径也为 1 ，但 L anb 几x" 的收敛半径为 R=+oo.
n=O n=O 

4. 应用逐项求导或逐项求积分等性质，求下列幕级数的和函数，并指出它们的定

义域：
°' 

(1) L nx飞
n = I 

o:' 

(3) L (-1)"-1n汇
n = I 
中

(5) L n(n+l)x"; 
n = I 

o: 

(7) 2 n + 1 " x. 
,77'1 n ! 

; 
、
丿

;l ln+ 坏
无
言
X
~

82n82n 
）

、
．
丿

24 (( 

~ 2n 
(6) 1 + I X 

几＝ 1 (2n) !' 

解 (1) 级数 2 正的收敛半径为 R = 1 ，当 x= 士 1 时，级数发散，所以定义域为
几＝ 1 

D=(-1,1). 
。

I nx•-1 ，利用逐项求积分，得到
n=I 

0 

S(x) 
设 S(x) = I 正，f(x) ＝－—=

n = I X 

。

2 x'' ＝二
n=I 1 -x 

i Jx nxn -'dx = 
;;-;-,。

J:!(x)dx = 
。

所以

S(x)=xf尸－） = x dx\ 1 -x} ·· (I -x)2. 

中 x2n

(2) 级数 2 --－的收敛半径为 R = 1 ，当 x= 士 1 时，级数发散，所以定义域为
~ 2n+l 

D=(-1,1). 

设 S( x ) ＝言五卢f(x) = xS (x) = 
i x2n+ 1 

~ 2n + 1 
一一一，利用逐项求导，得到

中

f'(x) = ~芷＝
1 

n =0 1 - x2, 

所以

S（兀）叶 f卫于护臼

(3) 级数 I (-l)"-1n2矿的收敛半径为 R = 1 ，当 x= 士 1 时，级数发散，所以定义
n=I 

域为 D=(-1,1).

设 S(x) = I (-1)"-1n2x",/(x) = 
S(x) ~= I (-1)"-1n2xn-1 ，利用逐项求积分

n = I X n = I 

与上面习题(1) ，得到

J: /(x) dx = ±. f (-1)"-1n2x"-1dx= I (-1)"-1nx" X 
nx = 

n = 1 0 n = 1 (l + x) 2 , 
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所以

§3 幕级数 i ll

S(X) = X 点((l +xx)2) ＝忙了

(4) 级数 2
X 

n(n + 1) 
的收敛半径为 R = 1 ，当 x= 士 1 时，级数收敛，所以定义域为

n=I 

D=[ -1,1]. 

设 S(x) = ± ~,f(x) =xS(x) = ± ~ f;-1 n(n+l) 
,f (x) = xS (x) = L 

f;-1n(n+l) 
，利用逐项求导，得到

f"(x) = 

(x; 

2 
1 

X n - 1 = ~ 
n = 1 1 -x' 

于是f'(x) = f勹气＝－ ln(l - x) ，所以
l x 1 

S(x) ＝了尸'(x) dx = 1 - (1 －了） ln (1 - x), x E [ - 1, 1), 

1 

几＝ l n(n + 1) 
2 =1 ． 注意 S(I) 也可利用 S(x) 在[ - 1, 1] 上的连续性，由极限而 S(1) = 

S (I) = lim S (x) = 1 1导至u.
％一 I -

。

(5) 级数 L n(n + I) 矿的收敛半径为 R=1 ，当 x ＝士 1 时，级数发散，所以定义域
n=I 

为 D=(-1,1).
c 

L n(n + 1)x",f(x) 
S(x) 

。

x) = ~ = L n (n + 1) x" - 1 ，利用逐项求积分与上
几 ＝ 1 X n = I 

设 S(x) = 

面习题(I) ，得到

所以

X OO 

f:J(x)dx = t 『 n(n+l)x"- 1dx= t (n+I)x" =6-l, 
1 

o o n = 1 (l - x) 2 

S(x) =xf(6,-1) =~ dx (l - x)2 (l - x) 3 . 

(6) 级数 1 + i 二二的收敛半径为 R = + oo ，所以定义域为 D=(-oo, 十 00).
~ (2n) ! 

".'..., X加
设 S(x) = 1 ＋艺，则 S'(X) = 

~ (2n)! 

i x2n- 1 

~ (2n-l)'' 
由 S(x) +S'(x) =e' 与

S(x) -S'(x) =e-x, 即可得到

1 
S(x) =~(e' +e- x). 

2 

n + 1 
(7) 级数 2 －矿的收敛半径为 R = + oo ，所以定义域为 D=(-00,+00) . 

.:7i n! 

设 S(x) = ；三X 尤
n = l n ! 

n ，则 J: S(x)dx = 
~ n + I 

2 二五(e' - 1) ，所以
~ n! 

S(x) ＝点[x(e 元 － I) J = (I + x) e'- 1. 
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注 本题也可直接利用例题 10.3.6 ，得到
~. • ~ n-1 ~ 

S(x) = 2 n 
n + 1 

n = I n ! 
—-x =x 2 x + 2 上x" = (I + x) 矿－ I.

f;-\(n-1)! 'f;-\n ! 

0 0 0 

5 设 J(x) = L anx" ，则不论 Lan矿在 X = r 是否收敛，只要 2
an xn +] 在

n + l n=O n=O n=O 

x=r收敛，就成立

{f(x)dx = 
。

。

2 
a 
几“+ 1 r , 

n=O n + I 

并由此证明：

f;ln 占·芒＝ ; : 
'.'... a. ~ 

证由千 2
an n + I 
-x 的收敛半径至少为 r，所以

n + 1 
—xn+ ！在 X = r 收敛，可知三

n + 1 n=O 几＝ 0 

Ia几矿的收敛半径也至少为 r. 当 XE [0,r) 时，利用逐项积分，得到
n =0 

f欠 J( x)dx = i ~ xn+I 
n=O n + 1 

~ an n+l.u. AL ~'--- ;.., an 
由千 2-－rn+1 收敛，可知 2 -－xn+ 1 在[ 0, r] 上连续，令 x一r- ，得到

n =0 n + l n =0n + 1 

千是

{f(x)dx = ±二n+I
n =0 n + l 

1 l 
对J(x) =~In ——－利用上述结果，就得到

x 1 - x 

flln 上．生＝ [± ~dx= ±[~dx= ± ~ 
。 1 - X X 。 n = l n n = l o n n = l n 

6 . 证明：
oo 4n 

(l) y= 2 无

f:-o (4n)! 
满足方程 y(4) = y; 

。

矿
(2) y = 2 —一了满足方程 xy" + y '- y = 0. 

~ (n!) 

证 （ 1) 连续 4 次逐项求导，得到
~ 4n - 4 ~ 4n 

y(4) = 2 x = 2 x 
~ (4n -4) ! t-'o (4n) ! 

(2) 应用逐项求导，可得

= y. 

" n-1 " n-2 
y'=2 

X 
,y”=2 

X 

几二\ (n-1)! n!" f;--2 (n-2)! n!' 

® n-1 ® n- 1 ® n 
xy" + r'= 1 + I nx 

几＝ 2 (n-1)! n! 
=l + 2 x 2 = 2 二＝y

~2 [(n-1)!]" ~ (n!) 

7 应用幕级数性质求下列级数的和：



§3 幕级数 i ll

。

(1) I (-l)n-1~; 
n=I 2 n' 

° 

(3) I n(n + 2) 
4 n + I 

; 
n=I 

。

1 
(2) 2 ——言

:;-\n·2 

.' 

2 
、
~
l 

n 

+2 n ( 

。

8L/L 
、
丿

4 ( 

.' 
、
~
l + n @n-nl. 

l 

n2 3 
nn 
、
丿
、
丿

ll -- (( 
00 

8
2
L
8
2
户

)) 57 (( 
。

(6) 2 (- l )n 
1 

n =2 2n (n2 - l) ; 

解

, 
f(x) 

中

(I) 设f(X) = I (- I r -I nx几，令 g(x) ＝一— =L (-1)"-1nx•-1 ，利用逐项
n = I X ,i = l 

求积分可得

I 
g(x) = 

(I+x)2' 

于是f(x) = 
X 

(I + x) 
2 ，所以

。t (-l)"-1卢＝f( 主） ＝宁
° 

(2) 设八） 2 1 
x) = —x九， 利用逐项求导可得

n=I n 

1 
J(x) = In-—, 

1 -x 

所以
改

;占了＝叶）＝ In 2 

。

(3) 首先由逐项求积分可得 L nx"-1 
1 

nx = 2 ．设 f(x) = 
n = 1 (l - x) 

利用逐项求积分，得到

匀）

L n(n + 2)x'"1 ，再
n = I 

J:!(x)dx = 
。

° 2 nxn+2 = x3 
n = 1 (1 - x) 2, 

千是

J(x) = 
X2 (3 - X) 

(1 - x) 3, 

所以

n(n +2) 
=f 

1 \ 11 
4 几＋ 1 巨） ＝石

82~ 

O 

(4) 设 f(x) = I (n +I) 2 x" ，利用逐项求积分可得
n =0 

戈 C“' J: f(x) dx = i (n +I) x" •'= ?正＝ x 
o n =0 n = 1 (l - x) 2, 

于是
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f(x) = 
1 + X 

(l - x)3, 

所以

8
寸
/
]
n

(n+1)2 rf] 
2n =f行）＝ 12 .

(5) 设f(x) = 
(- I)• 

2n + I 
X2n + I ，利用逐项求导

82n i (- 1) 几 2n 入
2n + 1 

x'", ~ g (x) = xf (x) = 
n =0 

可得

千是

g (x) = arctan x, 

f(x) = 
arctan x 

X' 

所以
c 

2 (-l) n 
1 

=f 
上＄n=。 3n(2n + 1) (5) ＝尸

(6) 首先由逐项求导可得 2
; (- 1) n + I n 1 / ' .'0/1.. r/';. 

x"=ln(l ＋元）．设f丘） = 2 2 
(-1)". 

兀

n = I n n =2 n - l 

令 g(x) ＝寸(X) = 
° 2 (: l) n xn+1 ，则

n =2 n - l 

(-l)n+I 
x几十 ' =xln(l + x) 

n 

82~ 
OC (-1) n 

g (x) = I 矿＝
f72 n-1 

于是

J(x) 叶 I: xln (1 + x) dx ＝奇（ X - ~)ln(l +x) 十分，
所以

言 (-l)"~=f(½) =½-¾in 主
中

(- l) n j(x 
(7) 设 f(x) = 2 xn+1 ，令 g(x) =7 ) 

n! 
，则

n•O X 

°° (- 1) n 

g(x) = 2 xn = e 一 兀 ，
n =0 n ! 

因此J(x) = xg (x) = xe -工．所以
OO 

2 ( n2n+ 1 2 
- 1) 一一＝f(2) ＝丁·

n =0 n ! e 

° 

8. 设正项级数 Lan发散， A.=
n = l 

。

Ia九矿 的收敛
几＝ 1 

几

2 a 
ak ，且 lim 二＝ 0 ，求幕级数

k = 1 九-;;; A
几

半径

解

。

设幕级数 I a. 矿的收敛半径为 R1,
n=I 

。

2 An 矿的收敛半径为 R2.
n=I 

由

oo 

O:e;;;a.:e;;;A. ，可知 R！习2; 又由 Ia几发散，可知 R1<l.
n= I 
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由千

A 
lim-二 =lim

An+1 -an+1 

A = 1' 
n一” n + 1 n-~ A n+l 

可知 R2 = 1. 结合上述关系，得到 Rl = 1. 
0 

9. 设f(x)
2n 

= IS-矿．
n = 1 n 

(I) 证明：f(x) 在[ -;」－］上连续，在[-½,~-)上可导，
I 

(2) f(x) 在 x ＝一处的左导数是否存在？
2 

证
° 2n ll 

(l) 2 了几的收敛半径为 R= —，且在 x= 土一处级数收敛，由 Abel 第二定
n = I n 2 2 

立

2 
2n 
矿在

1 1 
n=1 了 ［－了可］上连续

中 2n

理， 2 千叫 1 1 
一了万－］上一致收敛，所以 f(x) = 

n = 1 n 

d 2 n 2 几
由于一（了Xn) ＝－xn-1 且对任意 8>0

2n ll 

dx\ n'I n 
, 2 xn-1 在[ -—一－叶上一致收敛，

n=I 
n 2'2 

即 2
2 几 n-1_,__r 1 1 

n=1 ;x 在［－了可）上内闭一致收敛，由函数项级数的逐项求导定理，f(x)
° 2n ll 

= 2 2 矿在[ -f,f)_tPJ~,_§.J'(x) = ? 2 几

n=1 了 方可）上可导，且f' （ x) = －x三

得到

n = I n 

1 
(2) j(X ）在 x ＝一处的左导数不存在．

2 
tn 中广~ 2九中

令 t = 2x ，则 f（ x) ＝ 2 了矿＝ 2 勹．令 g(t) = I 了．利用逐项求导定理，可以
n= I n n= 1 几 n= I n 

g(t)= I 
。

In(l - u) 
- ~du, 

其中匡[ - 1, 1] ．应用 L'Hospital 法则，得到

f(x) -f片） 2 r r' 
片 无一上 气巳尸言[J。

2 

ln(l - u) l 
- u du- J。

ln(l - u) 
-~du] 

2 r' 
吁古言 ll

- ln ( 1 - u) 21n(l - t) 
du = lim -~ = + oo. 

u t一 I - t 

§4 函数的幕级数展开

I. 求下列函数在指定点的 Taylor 展开，并确定它们的收敛范围：

(l) l +2x-3x2 +5x3,x。 =l ; 
1 

(2) 飞心＝ - I ; 
X 
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(3) 
X 

2,x。 =O;
2 -x -x 

(5) In x,x。 =2;

X - I 
(7) —,x。 =1 ; 

X + I 

1T 
(4) sin x,x。= - · 

6' 

(6) 闷了，x。＝ O;

(8) (1 +x)ln(l -x),x。 =O;

(9) In 卢心＝O;
(1) 令 X - l = t ，则

l + 2x - 3x2 + 5x3 = 1 + 2 (t + l) - 3 (t + l) 2 + 5 (t + l) 3 

= 5 + 11 t + 12£2 + 5 t3 = 5 + 11 (X - l) + 12 (X - I) 2 + 5 (X - l)3. 

因为级数只有有限项，所以收敛范围是 D=(-00,+oo).

-1 1 
00 

(2) 由—-= = 2 
x 1-(x+l) ;;1i 

(x + 1)'. ，应用逐项求导得到

1 ~ 
了＝~ n(x+l)"-1 = ~o (n+l)(x+l)". 

几＝ I n=O 

- x 

(10) 二，x。＝ 0.
1 -x 

解

级数的收敛半径为 R = l. 

当 X = -2 与 X =0 时，级数发散，所以收敛范围是 D=(-2,0).

(3) 
x x lt l 2 

2 -x -x2 = (2 +x) (l -x) ＝了（已了寸
＝十[ ; xn -t (-2 ！）几xn] =+ t [ 1+ (-; n) n+ 1 ]xn 

级数的收敛半径为 R = l. 

当 x ＝土 1 时，级数发散，所以收敛范围是 D=(-1,1).

(4) sin x = sin[ (x -f) ＋贵] = sin 责cos(x -贵） ＋ COS 责sin( 无一切

言((-n) ),n (X －责） 2n ＋享； （言i ）几，（ X －责） 2n + I 

级数的收敛半径为 R=+® ，所以收敛范围是 D=(-®,+®).

2 
(-l)n+I 

(x -2) ＇'．级数的
几＝ i n • 2" 

1-2 
= 

(5) lnx=ln[2+(x-2)] =ln2+ln(l ＋宁）＝ In 2 + 

收敛半径为 R =2. 
; (-1)•+1 中

当 X =4 时，级数为 ln 2 + L ，收敛；当 x=0 时，级数为 ln 2 + , 
n 2 二n n=I •• n=I 

发散．所以收敛范围是 D = (0,4]. 

(6) 尸亭·R订立to (;2:}2n 

级数的收敛半径为 R =2. 

° 
l I 

当 x ＝士 2 时，级数为沉 t. (一气），令 un = （－ l)勹l ，则
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兄n(6-l) ＝气(~-1) =+ >l, 

由 Raabe 判别法，级数收敛．所以收敛范围是 D = [ -2,2]. 

(7) 三＝」． x -l ＝己 2 (- l)n(x - l)n = 2 (- l)n-1 (x- l)n 
x+l 2 l+二 2 n= 。 2n n=1 2n 

2 

．级数的

收敛半径为 R =2. 

当 X =3 与 x= － 1 时，级数发散，所以收敛范围是 D=(-1,3).

(8) (1 + x) ln (1 - x) = (1 + x) t (主） = - x -；卢士）矿．
级数的收敛半径为 R = 1. 

当 x=1 时，级数发散；当 x= -1 时，级数收敛．所以收敛范围是 D=[ -1,1). 

(9) ln 尸＝上[ln(l +x) -ln(l -x)] 
1 -x 2 

1;.., r(-l)" - 1 "· 1 ＝了； [ n x几十了］ = 芦 2n l + 1x2n+1 

级数的收敛半径为 R = 1. 

当 x ＝土 1 时，级数发散，所以收敛范围是 D=(-1,1).

(10) 已＝ ~o （ -n广. t x" =1 + t （卢－卢咭－ + （－n厂）矿
设级数的矿项的系数为 a几，则

1 l 1 - -— <a.<-;:;-;(n~4), 
2 ! 3 ! " 2 ! 

所以级数的收敛半径为 R = l. 

当 x ＝士 1 时，级数的通项不趋千零，级数发散．所以收敛范围是 D=(-1,1).

2. 求下列函数在 x。 =0 的 Taylor 展开：

(I) 二至 x4; (2) e sm 父至 x4 ;
SIn x 

(3) In cos x 至 x6; (4) 尸立1 -x 

解 (1)
X X 

= = 
sin x 1 3. 1 s. / 1 2 1 4 

X －飞x ＋画x- … 1 -（飞无一画x4 +…) 

= 1 +（归忐x4 十） + （扫－心。x4+···f + 

I 2 7 4 
= 1 +—x + ---x +.... 

6 360 

l l l 
(2) e''"' = 1 + sin x +~sin2 x +—sin3x +—sin4x +… 

2 6 24 

= 1 + (X －点x3 +）分（ X －炉3 + ··· f 分（ x －炉3 +... f + 
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点（ X-点x3 +···f +··· =l +x+扣－½x4 + 

1 
(3) ln cos x = ln [ l - (1 - cos x) ] = - (1 - cos x) -— (1 - COS X) 2 -

2 

1 了(1 - COS X) 3 - • • • = -（扫－卢x4 +卢－．．） - 
l (l 2 1 4 2 ll 了了五x4 +…)－寸产－点x4 +···)'-· · ·

1 2 1 4 1 6 
= －一X -.,-—X -—X - •••. 2 12 45 

(4) 王＝汇2(x +x2 + X3 + x4 +…)= 1 + (x + x2 + x3 + x4 +…) - 
扣＋x2 +xJ +...) 2 分(x +x2 + ···) 3 -½ (x + ···)4 + • 

1 2 1 3 3 4 
=l+x ＋了x ＋了x +飞x + …．

3. 利用幕级数展开，计算下列积分，要求精确到 0. 001: 

(l) I1 二dx;
o X 

(2) J: cos x2 dx ; 
。

I 

(3) 『 arctan xdx ; 
O X 

(4) f += dx 

2 I + x3. 

I _ .__ _.I = 

解 (1) f 哑dx = J: t ~x2n dx = 
o X o n=0 (2n + 1) ! 

= I (- l) " 
几＝ 0 (2n+l)! (2n+I)' 

i [ (- l) 九芷dx
f:-o Jo (2n + 1) ! 

这是一个 Leibniz 级数，其误差不超过被舍去部分的第一项的绝对值，设 u. = 

(2n + l) ! (2n + 1) 
，由千 U3 =O. 000 03 ，因此前面 4 项之和的小数部分具有三位有效

数字，所以

f1 三dx = ± ~=O. 946. 
o x -·- :;-'a (2n + l) ! (2n + 1) 

(2) J: cos x2 dx = J: f I.; (- l) n 4n.,.; r' 
x dx = 2 f (- l) n x“ dx 

0 :-;。 (2n) ! n=0 o (2n) ! 

= I (- I)" 

:;-'a (2n) ! (4n +I)' 

这是一 个 Leibniz 级数，其误差不超过被舍去部分的第一项的绝对值，设 un = 

I 
，由千 U3=0.000 I ，因此前面 4 项之和的小数部分具有三位有效数字，

(2n)! (4n+l) 

所以

f1 cos x2 dx= L (- l)" 
=O. 905. 

0 n=0 (2n) ! (4n + l) 
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I ~ 

(3) J+ arctan 兀了
dx = f 2 (- 1) n 2n 

x dx = 
。无 o n =。 2n + I 

° 

= I (-1)" 1 

f;o(2n+l) 
2. 2n + 1 

2 

。 l 

~f 
了(- 1) n 

x2"dx 
n = 0 ° 2n + 1 

这是一个 Leibniz 级数，其误差不超过被舍去部分的第一项的绝对值，设 un= 2. 
1 

(2n + 1) 

泸，由于 u3~0.000 16 ，因此前面 4 项之和的小数部分具有三位有效数字，所以

f+ arctan xdx = 
O X 

3 

2 
(-1)" 1 

2 • --::-=------:-=O. 487. 
n=0 (2n + l) 2 

2n + I 

(4) f厂上了＝ f+~ dx ＝厂
1 + x'J 2 x3 (1 分） 2 

` 

2 
(- l) n - I 

3n dx 
n = l x 

= i [° (- l) n l dx = i (- l) n l 

n = 1 2 X3n n = 1 (3 n - l) 2 3n - 1, 

这是一个 Leibniz 级数，其误差不超过被舍去部分的第一项的绝对值，设 Un=

1 
(3n-1)2 3n - I' 由千 U4 =O. 000 04 ，因此前面 4 项之和的小数部分具有三位有效数字，

所以

厂卢气＝
2 1 + X 2 

~ (-l)n-1 
3n - I 

=0. 119. 
~ (3n-1)2 

e - l 
4. 应用——－在 X =0 的幕级数展开，证明：

X 

改）

2 n =1 . 
~ (n+l)! 

证 eX -1 气 i 三＿ 1) = t 二 i f 
x x n =0n !) n = I n! n =0 (n+ 1) ! 

应用逐项求导，得到

xe' -e'+l.;....., nx"-1 
2 = 2 

X ~ (n+l)!' 

以 X = 1 代入，即得到
。

2 n =1. 
f:-t (n+l)! 

5. 求下列函数项级数的和函数：

(1) ; (- l) n 1 （巨） 2n
~1 n(n+l)\2-x)' 

(2) t. (i+½ 十叶）xn

解

。

(1) 令 f(t) = 2 (- l) n - 1 

f:-\ n(n+I) 
• t n+I 

，应用逐项求导，得到
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f"(t) = 
。I (- I)" - It" - I ＝上，

n = I I + t 

于是

f'(t) = In (1 + t),/(t) = I: In (1 + t) dt = (1 + t) In (1 + t) - t, 

从而得到

; (-1) 几－ I.n { 1, 1 
; n(n + l) · tn = (1 ＋了） In (1 + t) - 1, t e (- 1, 1 ]. 

以 t= （呈
2 

2 -x）代入，得到
i (- l) n l (二厂＝ 2 ( x2 +4) ln 2(x2 +4) 
几;;-; n(n+l)\2-x/ (x+2)2 (x +2) (x -2)2 

-1,x E (-oo,O]. 

(2) 由级数乘法的 Cauchy 乘积，
° t (1+长叶）x" = (t x") (t f) ＝占In卢

其中 xe(-1,1).
。

6. 设 I an f 是等差数列， b>l ，求级数 2 乌的和．
n = 1 b 

解 设 an = c + (n - l) d, n = l,2, …，则

° 

首先我们有 2
n = I 

中~. ~ 

an l 
二—一bn =cI~+dL 
n = I n = 1 b 几 ;72

n -1 
. 

扩

° 1 1 1 1 n -1 
一＝一．一丁＝亡］．设J(x) = ?-—xn-2 ，则
b" b 

l --- n = 2 bn 
b 

{f(x)dx = t ~二．~=元
o n = 2 扩 b2 1 x b(b-x)' 

l -- b 

1 
于是f(x) = 

(b -x) 
2 ，所以

i 三＝f（ l) ＝ 1 
n = 2 b''(b - 1) 2. 

从而得到
0 0 

a 1 ~ n -l c(b - l) + d 
~1 ~=c bf +d 6 了-= (b-1)2. 

7. 利用幕级数展开，计算 J
I In x 

2 dx. 
0 1 - X 

fl ln xf1 0 

0 1 - X 
2dx = （ 2 亡In x) dx 

• 0 ', =0 

解

口

= ; ［亡ln xdx= -; (2n 1 +1)2 

1 1 1 利用例题 10. 4. 6 中得到的结果 2 方＝工，在等式两边乘以一，得到 2 -－了今巴
n =, n 6 4 n= 1 (2n) 24 
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两式相减，得到

i l ＝立
~ (2n + 1) 2 8 ' 

于是得到

fl ln x2dx = －立
o l - x 8 

7 
8. (1) 应用

1 1 —- =arctan ~ + arctan ~ 
4 2 3 

，计算 T 的值，要求精确到 10 飞

. l - 4 (2) 应用竺＝ arcsin ~ 
6 2 

，计算 T 的值，要求精确到 10 . 

解
1 1 

(1),r = 4 (arc tan 了＋ arctan 寸

; （－ l ） n1[2n\（卢＋启）］
这是一个 Leibniz 级数，其误差不超过被舍去部分的第一项的绝对值，设

u九＝；i（卢＋卢），
由千 U1 = 0. 000 038 ，因此前面 7 项之和的小数部分具有四位有效数字，所以

'TT= ~I (-l)n [[2n4-l （产＋卢）］＝ 3. 141 6 

1 ~. ;, 6 (2n - 1) ! ! I 
(2)'TT =6 arcsin 了＝ 3 + ~[ (2n) ! ! (2n + 1) ．产·

6(2n - l) ! ! l 6(15 ! !) l 
设 u. = 一一

(2n) ! ! (2n + 1) 2 
·#+丁，由千 2 un < 17(16! !) 2 2n +1 =0.000010 6 ，因此前

~ 8 " 17 (16 ! !) ~ 2 

面 7 项之和的小数部分具有四位有效数字，所以

2 
6(2n-l)!! 1 

~ (2n) ! ! (2n + 1) 2 
· ;:;i--;;-=3. 141 6. 1 

1r = 6 arcsin —=3 + 
2 

9. 利用幕级数展开，计算 J e 一了 dx 的值要求精确到 10 飞

解 I3 e -+dx 
I = f 2 (- 1) n 

dx = 
I ;-;-'o n! X 

i [ (- l) n n dx 
;-;"o J 1 n! X 

=2 - In 3 + L (- l) n l 

n =2 n ! ( n - l) (l －产）· 
这是一个 Leibniz 级数，其误差不超过被舍去部分的第一项的绝对值，设 u几 ＝

l l 
n! （ n-l) （ l 丁），由于 U1 < 0. 000 033 ，因此前面 8 项之和的小数部分具有四位有

效数字，所以

I: e 了dx=2-ln3+ t~(l士） = 1.1722 
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§5 用多项式逼近连续函数

解

1. 求 f(X) = X3 的 Bernstein 多项式队 (J,x).

'.'.., k3 
Bn(J,x)= I 了C沁 1 -x)n-k = L '.'... k(k-l)(k-2) 

3 
C扫k(l -x)n-k + 

r;-1 n ;;-;-3 n 

2 '.'.., 3k(k-l) 
3 立Xk(l -X)n-k + 

k =2 n 

n 

2 ［心（ 1 -x) 九一 k.
k = 1 n 

k 
利用等式—c: ＝—·

k n! 
=C k - I 

n n k ! ( n - K) ! n - 1, 可分别得到

2 '.'.., k(k-l)(k-2) 
3 C扫k (1 - x) n-K = 

k =3 n 

n2hJ 
(n-l)(n-2) 

2 c: ：扩 (1 - x) n -K 

n 

(n-I)(n-2) 3.,;. 2 x3 2 C骂Xk-3(1 -X)n-k = (n-I)(n-2) 3 
= 2 x ; 

n w n 

n
了
E

3k(k-I) 
3 立Xk(I -x)n-k = 

n 

几
寸
／E

3(n-l) 2 C驾Xk (1 - X) 几 -K
n 

3(n-1) 
n 

= 2 x2 2 C昙Xk-2(1 -x)n-k =~ 3(n-1) 2 
无

n k=2 n 
n 

2 k 寸仅x" (1 - X) n -k = 
r=-1 n 

n 

2 I 了Cn-1
k - I k x" (I - x) n - k 

r-;-1 n 

l 
九

＝了xI 亡｝xk-1(l-x)n-K L 
＝一x.

n k= I n2 

所以

:, k3 
队 (f,x) ＝ 2 寸｀xk (I - X) n - k = 

(n-l)(n-2) 3. 3(n-l) 2. 1 
2 

x + x + -x. 2 2 
k7t n n n n 

2. 设J(x) ＝石，xe[0,1] ，求它的四次 Bernstein 多项式队 (f,x).

k 队（f,x) = t 五心(1-x)4-k

= 2x (1 - X) 3 + 3 迈占 1 -x)2 +2,/f占 1 -x) +x4 

= (3 心－ 2/3-l)x4 +2(3 +/3-3,/2)x3 + 

3 （拉－ 2)x2 + 2x. 

3. 设J(x) 在 [a, b] 上连续，证明：对任意给定的 8>0 ，存在有理系数多项式 P(x),

解

使得

I P(x) -J(x) I <e. 

对一切 xe[a,b] 成立

证 由定理 10. 5. 1 ，对任意给定的 e >0 ，存在多项式 Q(x) ，使得对一切xe[a,b]

成立
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§5 用多项式逼近连续函数 I ll

I Q (X) - /(X) I 号

设 Q(x) = 2 伈Xk ，其中丛 (k =0,l,2,···,n) 是实数，由千有理数集合在实数集
k=O 

中是稠密的，可以取有理数 a,(k =0,1,2, …， n) 分别与从 (k=0,1,2, … ,n) 充分接近，
n 

令 P(x) = L 叩k ，使得对一切xe[a,b] 成立
k=O 

I P(x) -Q(x) I 气

于是

I p (X) - J(X) I ~ I p (X) - Q (X) I + I Q (X) - J(X) I < B 

对一切 XE[a,b] 成立．

4. 设f(x) 在[ a,b] 上连续，且对任一多项式 g(x) 成立

f J(x) g (x) dx = 0, 

证明：在 [a, b] 上成立J(x) =0. 

证 由定理 10. 5. 1 ，对任意给定的 B >0 ，存在多项式 P(X) ，使得对一切xE[a,b]

成立

由于

所以

I P(X) - J(X) I < B-

f [J(x) - P (x) J2 dx =［广 (x) -2f(x)P(x) +P2(x) ]dx 

: [f(x)-P(x)]'dx: ~:了 (x) + P2(x) ] dx, 

fb b a 广 (x)dx~ f。［广（ X) + P2 (X) ] dx = r [J(X) - p (X) J2 dx < (b - a) 忒

由 B 的任意性，得到

fb 广 (x) dx = 0, 

再由 J(x) 的连续性，得到

J(x)=O. 

x2 -忙（ x)
5. 设 P。（ x) =0,Pn+l(x) =尺（ x) +~(n =0,1,2, …)，证明： I 尺 (x)} 在

[ - 1, 1] 上一致收敛千压 I.
2.2 x - t 

证首先有 O~P。 (x)~ lxl. 设 0~尺 (x)~lxl ，由千函数 h(t)=t+~ 在

匡[ 0, 1] 上是单调增加的，所以有

x2 －氏（ x)
O~Pk+I(x) =Pk(x) + 

2 

由数学归纳法得到对一切自然数 n 成立

0~尺 (x)~ lxl. 

~IX I, 
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千是由 pn+I (x) = P,. (x) + 
x2 -庄（ x)

2 
，又得到 P.+1(x)~ 尺 (x) ，所以函数序列

I 尺 (x) ｝在[ - I, 1] 上收敛．

设 lim P n (X) = P (X) ，对等式 Pn+t (x) = P,. (x) 
x2 -忙（ x)

X) + 
2 

两边求极限，得到
n一 。

X2 - p 2 (X) 
P(x) = P(x) + ， 千 是解得 P(x)=lxl ，并由 Dini 定理可知 I P. (X) } 在

2 

[ - 1, 1] 上是一致收敛于 IX I 的．
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第十一章

Euclid 空间上的极限和连续

| 

§1 Euclid 空间上的基本定理

1. 证明定理 11. 1. 1 ：距离满足正定性、对称性和三角不等式．

证 （ a) 显然有 IX -y I ;;:::O ，而且
IX - y I = O<::::>x, = y, (i = I,2, …, n)<=>X =y. 

(b) 由距离定义直接可得

lx-yl = ly-xl. 
(C) 由于

f(t) = I (a; - tb，尸＝ t2 I 矿－ 2t L a;b; + ~ a~ :;;,,O, 
~ i=I i=I i=I 

所以关千上述二次三项式的判别式有

(i ab, )2 -i a2 2 卢o
i = 1'i = 1 i = 1 

即

n 

2 a,b冬
i = I 

于是
n 

2 (a, + b, ) 2 

i = I 

n n n 

= I 矿＋ 2 L a,b, + L a7 
i=I i=I i=I 

n 

< 2 矿＋ 2
'= 1 

n n n 

Ia:：矿＋ 2 矿
i = I i = I i = I 

＝（｀＋｀『
即

t (a,+ b)飞｀十｀
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令 a, =x, -y, ,b, =y, -z, ，则有
几 n 

IX -z I = 2 (x, - Z,)2 = 
i = I 

2 (a,+ b, ) 2 

i = I 

勹｀｀＝ lx-yl + [y-zl. 

2. 证明：若 R中的点列虹k} 收敛，则其极限是唯一的

证 假设 x 和 y 都是点列心k} 的极限，则 \/e>O,

3N1,\/k>N1: lxk-xl <e, 

3 N2, \/ k > N2: I xk - Y I < e. 

于是当 k>maxiN1,N2f 时，成立

lx-yl < lxk-xl + lxk-yl <2e, 

由千 e 是任意正数，所以 X =y ，即极限是唯一的．

3. 设 R冲的点列心k} 和 IYk } 收敛，证明：对千任何实数 a,/3，成立等式

岊 (axk ＋队） =a E巴Xk +/3}！叩r

证设lim斗＝ x, limyk =y ，则\/ B >0, 
k一～ k一。

3 N,, \/ k > N,: I xk -x I < s, 

3 N2'\/ k >Ni: I 儿－ YI <s, 

于是当 k>max!N,,N2} 时，成立

I (axk +/3yk) -(ax+/3y) I:::;; lallxk-xl + I/3IIYk-yl<(lal+I/3 |) e, 

所以

lim (axk +/3y k) = a limx k +/3limyk. 
k-® . k一 ~ k一中

4. 求下列 R2 中子集的内部、边界与闭包：

(1) S = l (x,y) Ix >0,y¥-OI; 

(2) S=!(x,y) IO<x2+y2~Il; 

1 
(3) S = l (x, y) I O < x ~ 1, y = sin ~ l. 

X 

解 (1) S0 = l (x,y) Ix >0,y¥-OI ;as= l (x,y) j x =0 或 x>O,y=OI;

S=l(x,r)I 彦Ol.

(2) S0 = I (x,y) IO < x2 + y2 < 1 l ; 

as = l (X'y) I x2 + y2 = 0 或 x2 +y2 = l } ; 
S = l (x, y) I x2 + y2 ~ 1 l. 

(3) S0 = 0 ; as = { (x, y) I O < x ~ 1, y = sin ~或 x=O,-l~y~l};

S = { (x, y) I O < x ~ 1, y = sin ~或 x=0,-1 幻<l } 

5. 求下列点集的全部聚点：

(1) S={(-l)k~lk=l,2,···}; 

(2) S = { (co平， si平） lk=l,2,···};



(3) S = I (x, y) I (x2 + y2) (y2 - x2 + 1)=!So I . 
解 (1) S' ＝ ｛ 士 1 I . 
(2) S'=0. 

(3) S'=l(x,y) l/-x2+l=!SOf. 

§ 1 Euclid 空间上的基本定理 I ll

6. 证明定理 11. l. 3:x 是点集 S(cR") 的聚点的充分必要条件是：存在 S 中的点

列 I xk I ，满足 xk=;i=x(k=l,2, …)，且 lim凸＝ x.
K-呻~

l l 
证 必要性：假设 x 是点集 S 的聚点，对于 8 =—，在 x 的 8 =—邻域中任取一点

k k 

xk =;i=x ，则有 limxk =x. 
k-0 

充分性：用反证法．假设 x 不是点集 S 的聚点，则在 x 的某邻域 O(x,8)(8>0)

中，最多只有 S 的有限个点，所以 sno(x,8) - lxl 为有限集，于是

d = inf l I y - x I I Y e S,Y ¥-x l > 0 ，故不存在 S 中满足 xk ¥-x 的点列 I xk} 以 x 为极限，

产生矛盾．

7. 设 U 是 R2上的开集，是否 U 的每个点都是它的聚点？对于 R2 中的闭集又如何

呢？

解 开集 U 中的每个点 x 一定是它的内点，所以 x 的任意邻域都有 U 中的无限个

点，所以 x 一定是 U 的聚点．

由千 S=l(O,O) } 是 R2上的闭集，而 S 只有一个点，所以无聚点，即闭集中的点不

一定是它的聚点．

8. 证明 ScR"的所有内点组成的点集 S°必是开集．

证 假设 X E S0, 则 :3 8 > 0, 0 (X, 8) C S. 而 \:/yeO(x,8) ，由于

O(y,8- ly-xl)cO(x,8) ，所以 y 也是 S 的内点，从而 O(x,8) C S0 ，于是 S°必是开

集．如果 S°是空集0 ，则 O也是开集．

9. 证明 ScR" 的闭包 S=SUS'必是闭集．

证 假设 xe5c ，则 x 迁 S ，且 x 不是 S 的聚点，于是在 x 的某邻域O(x,8) 中至多

只有 S 的有限项，故存在 x 的邻域O(x,81) 不含 S 的点，即 O(x,81)cS' ，从而 5C 为开

集，所以 5 必是闭集．

10. 设 E,FcR". 若 E 为开集，F 为闭集，证明：E\F 为开集， F\E 为闭集．

证 由千 F 为闭集，所以 F为开集，而 E\F=EnF'也是开集．由千 E 为开集，所

以 E为闭集，从而 F\E = FnE'也是闭集．

11. 证明 Cantor 闭区域套定理．

证 假设 l sk I 是非空闭集序列，满足

S1::JS2::J … ::J sk ::J sk + I ::J …, 

以及 limdiam sk =0. 任取 Xk E Sk ，则当 m,n > k 时， xm,x.eSk ，从而成立 I xm -x几 1 < 
k-~ 

如m Sk ，于是 1xk} 是基本序列，从而收敛，设其极限为 X. 对于任意 k ，当 m~k 时，Xm E 

sk ，所以 I xk} 的极限 XE 趴＝ Sk ，于是 XE n Sk ，所以 n sk 非空．
k = I 

再证惟一性．假设YE n sk ，则 I x - y I ~ diam S k一0(K-OO ），所以 x =y. 
k•I 
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12. 举例说明：满足 lim I xk+i -x. I =0 的点列 1xKI 不一定收敛
k-~ 

1 
解设 xk = 2- E R ，则 ~i~ I X k + I - X k I 

1 
= lim— =0 ，而 I XK| = 2 I 

- ---> 
k一 ;.;'.. K+ I.. .'k.:::;.; k + I 

+ 00 ，所以 1 江不收敛．

13. 设 E,FcR"为紧集，证明 EnF 和 EUF 为紧集

证 因为 E,FcR" 为紧集，所以 E,F 为有界闭集，于是可知 EnF 和 EUF 也都是

有界闭集，即紧集

14. 用定义证明点集 {0} u{+ 1 k =1,2, …}是 R 中的紧集．
I 证 假定 I U” } 为点集 S= ! O f u{½lk=l,2, …}的任一开覆盖．设 0 E ljao ，则

l 1 
38>0:0(0,8) cuao' 千是当 k > 1-时，了 E 从。．对于{— k = I,2, … — ~lk=l,2,···,[½]} ，存在

j U。}中 U" ，使得上 E 凡， k = I,2, ，片］ 于是 ｛凡， Va, I k = I,2 , ~ e U a,, k = I, 2, · · ·, [ t]. r ~ { U ao, U a, I k = I, 2, · · ·,［计｝构成 S

的有限开覆盖，所以 S 为紧集

15. 应用 Heine - Borel 定理直接证明：R上有界尤限点集必有聚点．

证 假定 S 为 R几上有界无限点集，则由习题 9,S=SUS'必是闭集．如果 S 无聚

点，即 S'=0 ，则 S = S, 即 S 为有界闭集，从而由 Heine - Borel 定理知 S 为 Rn 上的

紧集

\;/XE S ，由于 x 不是 S 的聚点，存在 O(x,8, ）只含有 S 中有限个点．显然 I O(x, 

8, ) Ix e Sf 构成为 S 的一个开覆盖，但由于其中有限个 O(x 立）只能包含 S 中有限个

点，因而不存在 S 的有限开覆盖，矛盾！所以 S 必有聚点．

§2 多元连续函数

l. 确定下列函数的自然定义域：

(1) u = ln (y - x) + X 

二；
1 1 1 

(2) u =~+—+—-; 
石 5 石

(3) u = ` X2 - y2 - Z2 + ✓x2 +y~r2(R >r); 

(4) u = arcsi 
z 

u = arcs1n 2 2· x- + y 

解 (1) D=l(x ,y) lx2 + y2 <1 ,y>xf. 

(2) D= l(x,y ,z) lx>O, y >O,z>O f. 

(3)D=l （无， y ， z) | r2 红寸＋z2 年｝．

(4)D=l(x,y,z)l lzl 五寸，无2 + y2 #0 } . 

2. 设f尸）＝元~ (x>O) ，求 f(x).
x (x2 +y2) 了



解 因为

f尸）＝ x3 3 = l 

x J (x2 + y2) 了[ 1 +（订l+
所以

J(x) = 
1 

'. 
(1 + x2) 了

3. 若函数

z(x,y) =fi 叮（石－ 1),

且当 y =4 时 z = X + l ，求 f(x) 和 z(x,y).

所以

解 由 z(x,4) ＝心：＋j(5-1) =x+l ，可得

/(5 -1) =x -1= （石－ 1 +1)2 -1, 

J(x) = (x + 1)2 - l = x2 + 2x, 

z(x,y) =x +/i-1. 

4. 讨论下列函数当 (x,y) 趋于 (O,O) 时的极限是否存在：

(1) /(X,y) 
X -y =. , 
X + y 

(3) /(X, J) = { ~ : 
0, 

0 < y < x2, 

其他点；

xy 
(2) /(X, y) = ~ ; 

X + y 
3 3 

(4) /(x,y) = 
X y 
4 8. 

X +y 

§2 多元连续函数 II 

解 (1) 由千f(x,kx) = 
x-kx l-k 

= x+kx l+k 
依赖千 k ，所以当 (x,y) 趋于 (0,0) 时函数极

限不存在

kx 2 

(2) J(x,kx) = 2 = K O O) 时函数极限不
x2 + (kx) 2 1 + k 

2 依赖千 k ，所以当 (x,y) 趋千 (0,

存在．

(3) 由千 f（分）＝ 1 ，所以当 (x,y) 沿曲线 y ＝王2 
趋千 (0,0) 时，函数极限为 1 ，而

当 (x,y) 沿 x 轴趋千 (0,0) 时，函数极限为 0 ，所以当 (x,y) 趋千 (O,O) 时函数极限不

存在．

(4) 利用平均值不等式

1 4 1 8 —x4 +—x4 + y8 3 

x 3 + y = 2 ：气｀｀
可得

I x3/ I 沉 I xy I 3 沉 I
订(x,y) | = 8 冬—土=了| xy I 二O,((x,y) 分 (0,0)),

x4 + y 3 | xy I 3 

所以当 (x,y) 趋于 (0,0) 时函数极限存在且为 0.

5. 对多元函数证明极限唯一性、局部有界性、局部保序性和局部夹逼性．

证 （ 1) 假设limf(x) =A, limf(X) = B ，则 Ve >0, 
x-x。 x-x。
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3 8, > 0, V x (0 < I x - x。| <81) : I/(x) -A I < e, 

3 82 > 0'V X (0 < I X - X。| ＜如： IJ(x) -BI <e. 

取 8 = min I 81,82 I > 0 ，当 0 < Ix -x。| ＜ 8 时，成立

I A-BI~ IJ(x) -A I + IJ(x) -BI <2e, 

由千 8 为任意正数，所以 A=B ，即极限唯一．

(2) 假设杻？。f(x) = A ，则对千 e=l, 38>0,Vx(O< lx-x。| <8): 

订(x) -A I < 1 ，即

订(x) I< IAI +l. 

所以 f(x) 在 Xo点的某个去心邻域有界．

A-B 
(3) 设 lim/(x) =A> limg(x) = B ，则对千 e = ~ > 0, 3 81 > 0, V x (0 < Ix -

x-x。 X于X。 2

X。| < 8 I) ：订(x) -A I <e, 即

J(x) >A - e = 
A+B 
2. 

又 3 82 > 0'V X (0 < I X - X。| < 82) : I g (x) - B I < e ，即

A+B 
g(x) < B + 8 =. 

2 

取 8 = min 咽 1 ，如＞ 0 ，当 0 < Ix -x。| ＜ 8 时，成立局部保序性：

A+B 
g(x) <~ <f(x). 

2 

(4) 假定存在 p >0 ，使当 0 < Ix -x。 I <p 时成立

g(x) 冬f(x) ~h(x), 

且 limg(x) = limh(x) =A. 
X一心。 X－力。

Ve >0 ，由 limh(x) =A,38, >0,\;/x(O< lx-x。| < 81): lh(x)-AI <e ，所以
X一心。

h(x)<A+e. 

又由 limg (x) = A, 3 82 > 0, V x (0 < I x - x。| < 82) : I g (x) - A I < e ，所以
X一心。

g(x)>A-s. 

取 8 = min i p, 81, 82 l > 0 ，当 0 < Ix -x。| ＜ 8 时，成立

A-s<g(x) 至f(X) ~ h (X) < A + 8, 

即 limf(x) =A. 
x-x。

6. 对多元函数证明极限的四则运算法则：假设当 x 趋千 X。时函数f(x) 和 g(x) 的

极限存在，则

(1) lim (f(x) 土 g(x)) =lim/(x) 士 limg(x);
x-x。 工一心，o x-x。

(2) lim(J(x) • g(x)) = limf(x) • limg(x); 
x-x。 x-心。 x-心。

(3) lim(/(x)/g(x)) =lim/(x)/limg(x) (limg(x)""O). 
x-x。 X-X。 x-x。 X一心o

证假设limf(x) =A,Iimg(x) =B ，则对任意 e >0, 
x-心。 x-心。

:18,>0,'r/x(O< lx-x。| <81) ：订(x) -A I <e, 



§2 多元连续函数 Ill

3 82 > 0'V X (0 < I X - X。| <82) : I g (X) - B I < B' 

取 8=min 冷1,82 I >0 ，当 0 < Ix -x。| ＜ 8 时，成立

| （J(x) 士 g(x))-(A 士 B) I~ Ii、(x) -A I + I g(x) -BI <2s, 

所以 (1) 成立．

由千 g(x) 在 x。有极限，所以 g(x) 在 x。局部有界，即存在正数 X 和 81 > 0, 

\/x(O< lx-x。| < 81): I g(x) I <X. 取 8 =min 顷， 81,82 I >0, 当 0 < Ix -x。| <8 时，

成立

IJ(x)g(x) -AB I~ IJ(x)g(x) -Ag(x) I + I Ag(x) -AB I < (X + I A I)s, 

所以 (2) 成立

由于 B¥-0, \/s(O<s<-41) ，环'>0,\/x(O<lx-x。| < 8"): 

lg(x) I> IBI -s~ 
I BI 
2. 

取 8=min 顷",81,82 I > o ，当 0 < Ix -x。| ＜ 8 时，成立

J(x) A I I B(J、(x) -A) -A(g(x) -B) 
--, = 

g(x) B I I Bg(x) 

< 
2(I A I + I BI) 

I BI 2 
B, 

所以 (3) 成立

7. 求下列各极限：

1 -xy 2 2 1 + x· + y . (1) lim 2 2 ; 
（尤， y ） -(O,l)x- + y 

(2) lim 2 2' (x,y)-(0,0) x- + y 

2 2 

(3) lim 尸－l ; (4) lim 
x- + y 

(x,y) 一 (O,0) ✓ 1 + X2 + y2 - l (x,r)-(0,0) xy 

2 2 • / J. 3 

(5) Ii 
ln(x + ey 

lim ) 
2 2 ; (6) 

SIn x + 
lim 

(y) 
2 2 ; 

(x,y) 一 (O,O) X- + y (x,y)-(0,0) x- + y 
2 2 

(7) Ii 
1 - cos(x" + 

lim 
(y) . 

2 2 2 2, 
(x,r) 一 (0,0) (x + y) x y 

(8) lim (x2 + y2) e - (x + r). 
x- +中
y一＋中

lim (1 -xy) 
解 (1) lim 

1 - xy _ (x,y):.:·co, 1) 
2 2 =.= l. (x,y)-co,1)x'+ y'lim ( 2 2 x +y) 

(x,r)-(0,1) 

(2) lim (x2 + y勹＝ 0, lim (1 + x2 + y2) = 1 ，所以
(x,r)-(0,0) (x,y)-(O,O) 

(3) lim 
~-1 

(x,y)-co,o) xy 

2 2 
X +y 

lim 
1 + x2 + / 

= + 00' 
(x,y) 一 (0,0) x2 + y2 

= 
1 lim ＝上

(x,y)-(0,0)~+1 2 

(4) lim = lim ( ✓i+7+y2 +1) =2. 
（无， y）一 (0,0) ✓1 + x2 + y2 - l (x,y) 一 (0,0)

(5) ln (x2 + er') = ln (1 + x2 + er'- 1) = ln (1 + x2 + y2 + o (y2)) 

= x2 + y2 + o (x2 + l), 
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所以
2 2 

lim 
ln(x + er) 

(x,y) 一 (0,0)
2 2 = 1. 

X +y 

(6) I sin (x3 + y3) I,::;; I x3 + y3 I = I x + y I I x2 + y2 - xy I 己 2 I x + Y I I x2 + y2 I, 
所以

所以

(7) 因为

lim 
sin(x3 + y3) 

=0. 
(x,y)-(0,0) 2 2 

X + y 

1-cos(x2 +/) -½(x2 +/)2((x,y)---+(O,O)), 

l 2 2 2 —(x +y) 
2 > l. l 

2 2, lim ~ = + oo 
(x2 + y2)x y | xy | (x r)':.'fo.o) I xy I 

1 2 2 2 
2 2 1 - cos (x'+ y') 

—(x + y) 
lim = lim 2 2 = + CX) . 

(x.y)::(0,0) (x2 + y2) x2 y2 (x,y) 一 to,o)(x2 +/)x宁

(8) lim (x2 +/)e-(x+r) = lim [ (x2e-•)e-r] + lim [ (/e-1)e-x] =0. 
x- + ~ X一今十~ X寸＋工

y一＋ - y一＋心 y一＋ ~ 
8. 讨论下列函数在原点的二重极限和二次极限：

2 2 

(l) J(x,y) = 2 2 
x y. 

x"y" + (X - y) 2' 

(2) /(X,y) = 
x气 l +x2) - y2(1 +y2) . 

2 2' 
X + y 

(3) J(x,y) 
. 1. 1 

x,y) = xsm — +ysm —. 
y X 

解 （ 1) 由千

lim J(x,y) 
. x4(1+kx)2 1 

x, y) = lim ~ =— 
＂一0 x一ox4 (1 + kx) 2 + k2 x 4 1 + k2' 

y=x+k丑

所以二重极限不存在

。
由lim/(x,y)=了 =O,y¥0 ，可知lim lim/(x,y) =0. 同理可知lim lim/(x,y) = 0. 所以

x_。 y- r-o x一0 X丑o r一0

二次极限存在且都等千 0.

(2) 由于

lim/(x,Y) 
x2 (1 + x2) - k2 x2 (1 + k亨） 1 - k2 

= lim 父一0 x一0 x2 (l ＋矿） = 1 + k2 , 
y = kx 

所以二重极限不存在．又

lim lim /(x, y) = - lim (1 + y2) = - 1, 
r-o,-o r一0

lim lim /(x, y) = lim (I + x2) = I. 
x-o r-D x-o 

所以二次极限都存在但不相等．
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(3) 由千订(x,y)l~lxl+lrl ，所以lim/(x,y) =0. 
无-o

y一0

l l 
由于lim ysin —(y ¥- 0) 和 lim xsin —(X ¥- 0) 都不存在，所以两个二次极限都不

x r-o y 

存在

9. 验证函数

仇 y －归）， X >0 且½x2 <y五，
j(X,y) = ~ 1 亏(2x2 - y), X > Q 且 x2 < y < 2x2, 

X 

0 , 其他点

在原点不连续，而在其他点连续

2 / 2 证设 X > 0,j(X, X2) ＝下（ X －扫） = 1 ，所以当点 (X,y) 沿 y=x气 X >0) 趋千原
X 

点时函数J(x,y) 的极限为 1 ，而当点 (x,y) 沿 x 轴趋于原点时函数J(x,y) 的极限为 0,

所以函数J(x,y) 在原点不连续．

对于函数J(x,y) 在其他点的连续性只要考虑函数在下述曲线

y ＝丘，y = x2, y = 2x2 (x > 0) 
2 

上的情况（因为在除去上述曲线和原点的区域上函数显然连续）．

1 设 x。 >0．在（ Xo,y。) ＝ (x。了）点，由千

21y 1 2 - －一X
lim f (x, y) = lim 

. 2(y -+x2) 
-;----1- = 0 = f(X0,y。)，

(x,y) 一 (xO,Yo) （ x,y)-(xo,r矿 x

y > x212 

lim /(x, y) = 0 = J(X0, y。)，
(x,y)-(xo,Yo) 

y,a,2/2 

所以函数f(x,y) 在 (Xo,y。)
1 2 =(x。可X。)连续．同理可知函数J(x,y) 在 (Xo,y。) = ( Xo, 

2式）也连续

在 (xo,Y。) = （ x。心）点，由千

lim J(x, y) = lim 
. 2x2 - y _ 2x~ - x~ i-2- = ~ = I = J(x0, y。)，(x,r)-(xo,ro) ·. (x,r)-(xo,ro) X- X。

2丑＞ r> 乒

2(y －扣） 4 式－扣）
lim f(x,y) = lim = (x.y)-(•o.ro) · · (x,r)-(xo,ro) X- X。

= 1 =f(xo,y。)，

无212 < y<ax2 

所以函数f(x,y) 在 (xo,y。) = （ Xo ，式）也连续．
综上所述，函数f(x,y) 除了在原点不连续，在其他点都连续．

10. 讨论函数
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f(x,y) ＝｛产 , 
00 #= 22 yy ++ 22 xx 

的连续范围

解 显然函数J(x,y) 在区域 l(x,y)lx2+y2 引 01 上连续，所以只要考虑函数f(x,

y) 在原点的连续性．由 1x2y | 
1 

:s;;-:- IX 
2 

Ix I (x2 + y2 ) ，得到

X2y I l 
X2 + y2 2 <— I X I ' 

所以

x2y 
lim f(x,y) = lim 2 2 =0, 

(x,y)- ( O,O ) (x . r) - (O,o)x- + y 

即函数在原点也连续．因此函数f(x,y) 在平面上点点连续．

11. 设f(t) 在区间 (a,b) 上具有连续导数，D = (a,b) x (a,b) ．定义 D 上的函数

J(x) -f(y) 
F(x,y) = [ X- y' 迁y,

j'(x), X = y. 

证明：对千任何 CE(a,b) 成立

lim F(x,y) =f'(c). 
(x , y) 一 ( c , c ) 

证 由题设，利用 Lagrange 中值定理f(x) -f(y) =J'(g)(x-y) ，其中 g 介千 x 和

y 之间．所以

lim F(x,y) = （工，把}cc/' (g) =J' ( c) , 
（元 ， y) 一 (c , c)

x # y 

lim F （元， y) =lim/'(x) =/'(c), 
( x ,y ) 一 ( c ,c) X一c

x = y 

综合上面两式可得

lim F (x, y) = f'(c). 
(x . y) 一 (c , c) 

12. 设二元函数f(x,y) 在开集 DcR2 内对于变量 x 是连续的，对千变量 y 满足

Lipschitz 条件：

IJ(x,y') -f(x,y") I ~LI y'-y" I, 

其中 ( x, y'), ( x , y") E D,L 为常数（通常称为 Lipschitz 常数）．证明 f(x,y) 在 D 上

连续

证 假设(Xo,y。 )ED ，由于函数对于变量 x 是连续的， 've>O, 38>0, \/x(Ix­

X。 I <8) ，成立

IJ(x,r。)－f(xo,Y。) | < e. 

当 I (x,Y) - (X0,y。) | <min(8,e) 时

IJ(x,y) -f(xo,Y。 )I ~ IJ(x,y) -f(x,y。 )I + IJ(x,r。) －f(xo,y。) 1 

~LI y -y。| + |f(x,y。)－f伍 ， y。） 1 

~Le +e, 
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所以 f(x,y) 在 (xo,y。)连续，证毕．

13. 证明：若J 和 g 是 D 到 Rm上的连续映射，则映射f+g 与函数 (f,g 〉在 D 上都

是连续的．

证假设 x。 ED ，由 J 和 g 是连续的， Ve >0, 

环＞ 0, 归(IX -x。| ＜ 8) ，成立汀(x) 寸(x。) | < e, 

3 81 > 0'V X (I X - X。 1 也），成立 I g(x) -g(x。) | < 8, 

千是， 't/x(lx-x。 I < min(8,81)) ，成立

I f (X) + g (X) - (f (X。) ＋ g(x。)） | 

:e:S IJ(x) -f(x。) | + |g(x) -g(x。 )I <2e, 

所以映射f+g 在 x。连续．又

I (f(x),g(x) >- （f(x。)，g(x。)〉|

= I (j(X) - f (X。)，g(x) 〉＋ （f(x。)，g(x) -g(x。)〉|

:e:S I g (x) I e + If(x。) |8, 

由千 g 连续，所以 g 的每个分量都连续，从而都局部有界，千是 g 也局部有界．根据上

式，（f,g〉在 x。连续，证毕．

14. 证明复合映射的连续性定理（定理 11. 2. 3). 

证假设 g 在 D 上连续，J在 0 上连续，并且 x。 ED,u。 =g(x。) En．由 f 在 u。上

连续， 't/e>0,3YJ>0,'t/u(lu-u。| <n) 成立

叮(u) -f(u。 )I < e. 

对于上述 T/ > 0 ，由 g 在 x。连续知 38>0,'t/x(lx-x。| ＜ 8) 成立

lg(x)-g(x。) | < T/· 

千是，当 IX -x。| <8 时，

lf0g(x) -f0g(x。) 1 = Lf(u) －j(u。) | < 8, 

所以复合函数fog 在 x。连续．

§3 连续函数的性质

1. 设 DcR",/:D-+Rm为连续映射．如果 D 中的点列 1 xk I 满足 limxk = a ，且 a E 
k-~ 

D ，证明

lim/(x k) = / (a). 
k-~ 

证由／在 a 连续， \fe>0,38>0,\fx(Ix-al <8) ，成立

1/(x) -/(a) I <e. 

又由于limxk =a ，对千上述 8 >0 ，存在 K，当 k>K 时成立
k-~ 

lxk-al<8, 

于是当 k>K 时成立
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lf(xk) -f(a) I <e. 

所以

limf(xk) =f(a). 
k一中

2. 设J是 R土的连续函数， c 为实数．设

Ac = l xeR" IJ(x) <c l, Bc = l xeR" 1/(x) ::;;c f. 

证明：A为 Rn上的开集，且为 R几上的闭集．

证对于任意 x。 EA c ，由 于J在 x。连续，取 e = c -f(x。) ＞ 0 ，则 38>0,\;/x(Ix­

X。| ＜ 8) ，成立

订(x) - J(x。 )I < e = c -f(x。) ，

即有 j(X) < C ，所以 x eA c. 这说明 A c为 R几上的开集．

由 J在 R｀上连续可知－J也在 R几上连续，千是

(BC 丫＝ { X E Rn I/(X) > C I = / X E R产 I -f(x) < - cl 

为 R土的开集，所以队为 Rn上的闭集．

3. 设二元函数

f(x,y) ＝士；，（ x,y) e D = [ 0, 1) x [ 0, 1), 

证明：J在 D 上连续，但不一致连续．

证 由于J在 D 上是初等函数，所以连续．但因为当 n一＋ 00 时，

(1- 卢， 1 -卢） - (1--!;-,1-+)-o, 

而

f(1 －卢， l －上） - f{ l --!;-.1 士）
4n n2 (4n-3)n2 

= - ＝一＋ 00 4n - 1 2n - 1 (4n - 1) (2n - 1) 

所以 J在 D 上不一致连续．

4. 设 A 为 R土的非空子集，定义 Rn上的函数f为

J(x) = inf l I X - Y I I Y E A I. 

它称为 x 到 A 的距离．证明：

(l) 当且仅当 x 豆i 时，f(x) =0; 

(2) 对于任意 x',x" e R" ，不等式

订(x') -f(x") I:::;; Ix'-x" I 

成立，从而J在 R"上一致连续；

(3) 若 A 是紧集，则对于任意 c>O ，点集 IX E R" I/(X) :,;;; CI 是紧集．

证 （ 1) 假定 XEA ，则存在 A 中的点列杠k } ， 满足 limx. = x ，即 Jim I xk - x I = 0 ， 所
k- 中 k- 中

以 J(x) = 0. 反之，由 f(X) = 0 可知存在 A 中的点列心k } ， 满足 lim I X k - x I = 0, 即
k一 .. 

limxk =x ，所以 X EA. 
k－今。

(2) 不妨假设J(x' ）乏f(x”) ．首先对于任意的 K ，存在 xKEA ，满足
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J(x") > I x" - x. I - T, 
再利用

f (X,) :,;;;; I X, - X k I' 

两式相减，得到

0 <J(x') -f(x") < Ix'-xk I -{ Ix" -x, I- 了):,;;;; Ix'-x" I 

令 K--->00 ，即得到

IJ(x') -f(x") I:,;;;; Ix'-x" 1-

由上式即可知 J在 Rn上一致连续．

+— k' 

(3) 由 (2) 知 J在 R几上连续，再由本节习题的第 2 题知点集 B = I X E R" I/(X) :,;;;; 

CI 是闭集．由千 A 是紧集，所以 A 有界，即 3M, VX EA ，成立 IX I :,;;;;M. \:/y EB ，取

X EA ，使得

f(y) > I y - X I - l. 

于是

I Y I :,;;;; I y -x I + Ix I <f(y) + l + M,,;;;; c + 1 + M, 

即 B 也有界．所以 B 为有界闭集，也就是紧集．

5. 设二元函数f在 R2上连续，证明：

(1) 若 lim f (x, y) = + oo ，则 J在 R2上的最小值必定存在；
无2 + y2一 ＋心

(2) 若 lim /(x, y) = 0 ，则 J在 R2上的最大值与最小值至少存在一个．
父2 + y2一＋ ~ 

证 （ 1) 任取一点 (xo,Y。)，由 lim /(x, y) = + oo ，可知存在 R >0 ，当 x2 +y2 > 
X2 + y2一＋ ~ 

R2 ，成立 f(X, y) > /(X0, y。)． J(x,y) 在紧集 I (x, Y) I x2 + l,,;;;; R2 I 上必定取到最小值，且

此最小值就是它在 R2上的最小值．

(2) 如果 J(x,y) =0 ，则命题显然成立．不然的话，任取 (Xo,y。)，使得函数值在此

点非零

若f(xo,Y。) ＞ 0, 由 lim J(x,y) =0 ，可知存在 R >0 ，当 x2 +y2 >矿时，成立 J(x,
父2 + y2一 ＋ ~ 

y) </(xo,Y。)，则 f(x,y) 在紧集 I (x, y) I x2 + y2 :,;;;; R勹上必定取到最大值，且此最大值

就是它在 R2上的最大值．

若f(xo,Y。) ＜ 0, 由 ltm J(x,y) =0 ，可知存在 R >0 ，当 x2 +y2 >矿时，成立f(x,
又 2 + y2- + ~ 

Y) > /(Xo,y。)，则 f(x,y) 在紧集 I (X, Y) I X2 + y2 :,;;;; R2 I 上必定取到最小值，且此最小值

就是它在 R2上的最小值．

6. 设J是 Rn上的连续函数，满足

(1) 当 x-¥-0时成立f(x) >0; 

(2) 对千任意 x 与 c>O ，成立 /(ex) = cf (x). 

证明：存在 a>O,b>O ，使得

alxl 至f(x) 也 Ix 1. 
证 单位球面是 Rn上的紧集，设J在单位球面上的最小值和最大值分别为 a 和 b,

则有

71 



72 

Ill 第十一章 Euclid 空间上的极限和连续

O<a冬f(x) 动 <+00, Vlxl=L 

千是 'r/x,t-0 ，由于尸凸－ ＝ 1 ，所以
Ix I 

J(x) = Ix If（士） ,s;;b IX I' 

同理J(x) ~a Ix 1- 由于当 X =0时不等式显然成立，所以 VXE 飞，成立

alxl 冬f(x) 幼 |X 1. 

7. 设 /:R"-----+Rm为连续映射，证明：对千 R中的任意子集 A ，成立

f(A) c扂．
举例说明 f(A ）能够是f(A) 的真子集．

证 VXEA ，存在 A 中的点列 {xk} ，满足 limxk =x ，由于映射f在 x 连续，
k-® 

岊f也）＝f（ E巴幻＝f(x),

所以 f(x) ef(A) ，即 f(A) Cf(A) . 

取 n = 2,f (x, y) = e 王－ y2在 R2上连续．令 A =R2 ，则 A =A ，但

f(A) =｛冗 IX >Of ，吓＝ 1 无 1 彦01,
f(A) 是f(A) 的真子集．

8 . 设J是有界开区域 DcR2上的一致连续函数，证明：

(1) 可以将 J连续延拓到 D 的边界上，即存在定义在 D 上的连续函数 j ，使得

JI n =f; 

(2) f在 D 上有界．

证 （ 1) 由千J在 DCR2上一致连续，\/ e > 0, 3 8 > 0, \/ x', x" e D (I x'- x" I < 

8): 

IJ(x') -f(x") I < e. 

设 [e aD ，任取点列 1 叮 (xn E D,xn-l> ，由千杠九！为 Cauchy 点列，对于上述 8>

0, 3K，当 m,n>K 时，成立 I 江－ xn I <8 ，千是
If（江）－f（ xn) | < 8, 

所以汀(xn)} 是基本数列，故一定收敛．记该极限为 g([).

千是

所以

在 1f(xm) - f(xn) | ＜ e 中令 m--+00 ，得到

If伈）－ g(t) I ~e. 

对千\/ x e D, I x - [ I < 8/2 ，存在点列杠n} 中某项 Xk ，满足

I xk -[ I <8/2, IJ(xk) -g([) I ~e. 

lx-xk I~ Ix-ti+ lxk-ll <8, 

IJ(x) -g([) I~ IJ(x) -f(xk) I+ 1/(xk) -g([) I <2e, 

lim /(X) = g ([), 
X- P, 
xeD 

由此可知订(xn) }的极限 g( ｛）只与 ~E aD 有关，而与点列 {xn} 的选取无关．令



卢）＝｛
f(x), XE D, 

g(x), xEaD. 

显然，j 在 D 上连续．现只要证明 j 在 aD 上连续 ． 设 tEaD ，由

lim/(x) = g([) 寸 (t)'x-, 
xeD 

可知丘＞ 0, 38>0, \:/xeD(Ix-ti <8): 

订(x) －沁） I <f. 
灯'EaD（飞＇－ t I <o) ，在上式中令 X-+(＇，由

可知

于是得到

lim/(x) 寸 (t')'
x一，＇
XE D 

1 闷＇） －飞） 1 叶 <8,

lim j (x) 寸 (U,
X一{
XE b 

§ 3 连续函数的性质 I ll

这就证明了 J 在 b 上连续．换言之，J 是定义在 b 上的连续函数，满足j | =f 

(2) 由千 b 为有界闭集，即紧集，J 在 b 上连续保证了 J 在 D 上有界，从而J在 D

上有界．
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第十二章

多元函数的微分学

| 

§1 

l. 求下列函数的偏导数：
5 r 4 2 6 (l) z = x" - 6x" y' + y0; 

X 
(3) z = xy +—; 

y 

(5) z =矿 (cos y + xsin y) ; 

(7) 
. X 

z = sm — .cos 
y 

y x' 

(9) z = In (x + In y) ; 

(Il)u=e 
x( x2 +y2 u2 ) . , 

偏导数与全微分

(2) z = x2ln (x2 + y2) ; 

(4) z = sin (xy) + cos2 (xy) ; 

(6) z = tan(f); 

(8) z = (I + xy) r ; 

(10) z = arctan ~; 
X +y 
1 -xy' 

(13) u = 
1 

✓X2 + y2 +z2 

;.' 上
，

f

xx == uu )) 24 ll (( 

n 

I a,x , (a为常数）
i = I 

(15) u = (16) u = 
n 

Ia,}X,y) ( a,} ＝ a)且为常数） ．
' ·) = 1 

解
az _ 4 ~ • 3 2 az (1) ~ = 5x4 -24x3y2 ,~ = 6y5 - l2x4y. 
ax 

, 
句

az 2 

(2) —= 2无In(x2 + y2) + 
2x3 az 2x 

= 
y 

加兀2 + /'ay - x2 + Yi 

(3) 竺＝ y+上空＝ x －兰．ax ., . y'ay .. y 

(4) 笠＝ ycos(xy)[l -2sin(xy) ］，昙＝ xcos(xy) [ l -2sin(xy)]. 

(5) ~ = e' (cos y + xsin y + sin y) ，焉＝ e• (xcos y - sin y). 

(6) 昙＝尸（勹，贵＝一 lsec2(f)
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§ I 偏导数与全微分 i ll

泣 l x y y x y 0z l x y 1 x y 
(7) —=一cos —cos~ ＋ -"Tsin —sin 一一＝ －飞－cos —cos —-—sin 一sin 一．

0x y y x x y x'0y y y x x y x 

(8) : =y2 (1 + xy) ＇ ），焉＝ ( 1 + xy) 1 [ ln (1 + xy) + ~] 

加 I az 1 
(9) ~ =—= 

ax X + ln y. ay y(X + ln y) 

az 1 az l 
(10) 注意 z = arctan x + arctan y,~ = ~.~=——一

'ox I + x2'oy l + y2, 

(11) 迎＝（ 3x2 十广＋ z2) e x （ 丑＋产＋产），逆＝ 2xye"（乒＋产＋ 2) ，处＝ 2xzex（丑＋产 ＋ 2). 
ax ay az 

(12) 
au - y.L._I au_ In X.L.<Ju_ y}n X .L. - =—x·.-=-x· —= - ax z'ay z'az z2 x z 

(13) ~= -~逆＝－ y 3 血＝ - Z 
初 (x2 +y2 +z2) 令 'ay- (x2+ y2+z2) 了 az (x2 +y2 +Z2)+ 

au -..'.. r' - \ au - -·-' 一 1 ， au 乙 r '(14) —= y x - = zyfln x, — =y'x,.ln xln y. 
初 'ayaz

(15) 

(16) 

au -:-=- =a, ,i = 1,2,···,n. 
加，

au 
= 

ax , 
" I a,1Y1,i=l,2, …， n,处＝

j= l ayl 

" 
Ia,}x,,j = 1, 2, · · ·, n. 
i = I 

2. 设f(X, y) = X + y - ;;.亡5了，求 fr (3,4) 及 f,(3,4).

解 因为f
X 

x = l - ,f y =1 - y ，所以
心丘

2 
f x(3,4) ＝了 f ) (3,4) =主

.!.az az 
3. 设 z= 矿，验证 2x~+y— =0.ax , ay 

证 由千空＝丛言竺＝ －乌e古，所以
ax 2 , 

y ay y 

az dZ 
2x ~ + y —=0. 
加 ay

4. 曲线 {z=x24+y2' 在点 (2,4,5) 处的切线与 x 轴的正向所夹的角度是多少？
y =4 

解 以 x 为参数，曲线在点 (2,4,5) 处的切向量为( dx dy dz 盂示，司 lx:2 =(1,0,1) ，设
它与 x 轴的正向所夹的角度为(),则

(1,0,1) / 1 n. n. \ 1 
cos() =. ( 1,0,0)=-::: 

互 Ii'

75 



! II 第十二章 多元函数的微分学

所以 0 ＝工
4 

5. 求下列函数在指定点的全微分：

(1)/(x,y) =3x2y-x/ ，在点 (I,2);

(2) J(x,y) =ln(l +x2 +/)，在点 (2,4);

(3) /(X,y) ＝宁，在点（ 0, 1) 和（于叶
解 （ 1) 因为 df(x,y) = (6xy-/)dx + (3x2 -2xy)dy ，所以

d/(1,2) =8dx-dy. 

(2) 因为 d/(
2x 

x,y) =~dx+~dy，所以
l +x +y l +x +y 

4. 8 
d/(2,4) =—dx +~dy. 

21 21 

(3) 因为 df(X,y) ＝竺罕dx-~dy，所以
y y 

迈迈
d/(0, I) = dx, d/( 卫 2) = ffdx- —dy. 4'8 8 

6. 求下列函数的全微分：

.' 
yy 

X.
'+-- yxx ____ zz ）

、
丿

13 (( 
(2) z = xye •r ; 

(4) z = 
y 

尸
; 

(5) u = ✓~; (6) u =ln(x2 +/ +/). 

解 (1) dz = y'ln ydx + xy工一 ldy.

(2) dz= exr(1 +xy) (ydx +xdy). 

(3) dz= -
2y _,. 2x 

dx + 
(x-y)'(x-y) 

2dy. 

(4) dz = - ~dx + ~d y. 
(x2 + y1 尸 (x2 +y2) 了

(5) du= 
xdx + ydy + zdz 

✓X2 +y2 +Z2 

(6) du= 
2(xdx +ydy +zdz) 

x- + y +z 

7. 求函数 z = xe2Y在点 P(1,0) 处的沿从点 P(l,O) 到点 Q(2, -1) 方向的方向

导数
} 

解由于v = = 
PQ (2, - 1) - (1, 0) _ 1 

I PQ I - I (2, - 1) - (1,0) I -Ji =—(1, -1) =(v1,v2) ，且

泣 2r az —= e — =2xe 2y 

如： ay 

所以

az az az I 
—=—v + - -— l ay 

V2 = av - ax'l'ay' 2 - /2 
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§ 1 偏导数与全微分 I ll

8. 设 z = x2 -xy + y2 ，求它在点 (l, 1) 处的沿方向v = (cos a, sin a) 的方向导数，并

指出：

所以

(l) 沿哪个方向的方向导数最大？

(2) 沿哪个方向的方向导数最小？

(3) 沿哪个方向的方向导数为零？

解由千

az az az. 
一＝一cos a + -:=-sin a = (2x - y) cos a + (2y - x) sin a, 
av ax ay 

加． 'II''ll''II'盂 I < 1. 1 > = cos a + sin a = sin忨－叶＋ sin a= 2sin 了COS片叶，

(1) 当
'lT'lT'lT a=f时，沿V = (COS 了 'sin 丁），方向导数最大．

(2) 当
5'lT 

a =—时，沿V = (COS 5'lT . 5'lT 
4 丁， sin 丁），方向导数最小 ．

3,r 五玩 3,r(3) 当 a ＝丁或丁时，沿 V : (COS 丁， sin 丁）或 v = (co三， sin 勹，方向导数4 4 

为零

9. 如果可微函数f(x,y) 在点 (1,2) 处的从点 (1,2) 到点（ 2,2) 方向的方向导数为

2 ，从点 (I,2) 到点 (I'1) 方向的方向导数为－ 2. 求

(1) 这个函数在点 (1,2) 处的梯度；

(2) 点 (1,2) 处的从点 (1,2) 到点 (4,6) 方向的方向导数．

解
az az. az ~ az 

V1 =(2,2)-(1,2) =(},Q) 一＝ - ·l+-:=-·0= —=2. 
，初 I ax.. ay ~ ax 

az az az. 
V2 = (I'I) - (I'2) = (0'- I) —= --. o+-:=-·(-1)= 'av2 ax -. ay 

所以在 (1,2) 处，

az az - = - = 2. 
初 ay

(1) grad /(1, 2) = (2, 2). 

(2) 因为 (4,6)-(1,2) =(3,4),v = 
(3,4) (3,4) 

J 
= 5 ,所以

巫| =2 ．立＋ 2. 土卫
av I < 1,2 > 5 5 5 

10. 求下列函数的梯度：

(1) z = x2 +/sin (xy) ; 
2 2 

(2)z=l- （:宁) ; 
(3) u = x2 + 2y2 + 3/ + 3xy + 4yz + 6x - 2y - 5z ，在点 (I,1,1).

解 (I) grad z = (2x + y3cos(xy) ,2ysin(xy) +xy2cos(xy)). 

(2) grad 
2x 2y 

z=( －了＇一门·

az 
－一＝ - 2. 
句
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(3) grad u = (2x + 3y + 6, 4y + 3x + 4z - 2, 6z + 4y - 5), grad u (1, 1, 1) = (11, 9, 

5). 

11. 对于函数f(x,y) = xy，在第一象限（包括边界）的每一点，指出函数值增加最

快的方向

解 在 (x,y)~(O,O) 点，函数值增长最快的方向为 grad/= (y, x) ; 

在 (0,0) 点，由于梯度为零向扯，不能直接从梯度得出函数值增长最快的方向．设

沿方向v = (cos a, sin a) 自变量的改变量为

.:lx = tcos a,.:ly = tsin a, 

则函数值的改变量为

f(.:lx,.:ly) -f(O,O) =.:lx.:ly=t2cos asin a=-½-t2sin 2a, 

'lT 5'lT 
由此可知当 a= －，—－时函数值增长最快，即函数值增长最快的方向为 (1, 1) 和(- 1' 4'4 

- 1). 

12. 验证函数

f(x,y) ＝勾
在原点 (0,0) 连续且可偏导，但除方向 e，和－ e,(i=l,2) 外，在原点的沿其他方向的方

向导数都不存在．

解 lim f(x, y) = lim ✓xJ = 0 = /(0, 0), 
（工， y）一 ( 0 ,0) · ( x, y) 一 ( 0 , 0 )

汃－O 沉－O/, (0, 0) = lim 
Ax 

=0, Jy(0,0) = lim =0, 
a,-o Llx''r ' ''<lr- o Lly 

所以函数在原点 (O,O) 连续且可偏导．取方向v = (cos a, sin a) ，则

巫＝ lim~sin a) -/(0,0) 
av ，一O+

3 
tcos a · tsm a,. 

= lim ✓ = 1im 坏
，一O+ t 3 

HO+ 心
, 

kr k'1T 
当 sin 2a =0 ，即 a ＝—时，极限存在且为零；当 sin 2a =;60 ，即 a＃一时，极限不存在 ． 所

2 2 

以除方向 e，和－ e , (i=l,2) 外，在原点的沿其他方向的方向导数都不存在．

13. 验证函数

f(x,y) ={:,x2 +y2 产 0,
0, x +y =0 

在原点 (O,O) 连续且可偏导，但它在该点不可徵

解由于

I xy I 
尸
<厂~O((x,y)-----+(0,0)),

所以

lim /(x, y) = lim 
xy 

=0 =J(O,0). 
(x,y) -(O,or ' ", (x,y) 一（0,0)~



§ 1 偏导数与全微分 I ll

由定义，

Ax· 0 
-0 0 · Ay -0 

/ , (0, 0) = lim 
尸卢

Ax 
=0,fy(0,0) = lim =0. Ax-0 Ax'"y' ' , Ay-o Ay 

所以函数在原点 (O,O) 连续且可偏导．但

/(0 + Ax, 0 + Ay) - /(0, 0) - [/. (0, 0) Ax + f,. (0, 0) Ay ] 

AxAy 
=/(Ax,Ay) =~¥-o( ✓Ax2 + Ay2) , 

✓Ax2 + Ay2 

所以函数在 (0,0) 不可微．

14. 验证函数

f(x,y) = { (x2 + y2) sm x2: y2, x2 + y2 ¥0, 

0, x2 + y2 =0 

的偏导函数J, (x,y),f1 (x,y) 在原点 (0,0) 不连续 ，但它在该点可微．

解由定义，

1 
(Ax2 + 02) sin ~ - 0 

f x(0,0) 
Ax2 + 02 

= lim ~ = 0, 
Ax-o Ax 

当 (x,y)-¥,(0,0) 时，

f 
. I 2x 1 

~ (x, y) = 2xsin 三一下三cos~,x2 +/召0.
x· + y x· + y x + y 

由于

1 1 1 
归八（ x,y) ＝！叫 2xsin 歹了飞），

极限不存在，所以 J, (X,y) 在原点 (0,0) 不连续．同理f,. (x,y) 在原点 (0,0) 也不连续．

但由于

J(O +Lix,O +Liy) -J(O,O) -［八 (0,0) Lix ＋几（ O,O)Liy ]

I 
= ( Ax + Ay) sm = o( ✓Ax2 + Ay2) , 

Ax2 + Ay2 

所以函数在 (O,O) 可徵

15. 证明函数

如，y ) ＝｛恩， x2 +y2 子 0,
0, x2 + y2 =0 

在原点 (0,0) 处沿各个方向的方向导数都存在，但它在该点不连续，因而不可徵

解 函数沿方向v = (cos a, sin a) 的方向导数为

gf_ _ 1:_f(_Q_±_tcos a,_Q__.+: tsin a)_-J(0,0) - = lim 
i)v ，一0 + 

= Ep+ ( cos2as + asm飞a.. tt: ) t3 =『勹；a, 二：：：＇
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所以函数在原点 (O,O) 处沿各个方向的方向导数都存在．但当 (x,y) 沿曲线x=ky2趋

于 (O,O) 时，极限

limf(x,y) = lim 
2ky4 _ 2k 

y一0 y一0K宁＋ y4 k2 + 1 
兀＝ k,·2 

与 K 有关，所以函数在原点不连续，因而不可徵

得到

得到

得到

16. 计算下列函数的高阶导数：

沁扣沁
(1) z = arctan 1'.... ，求一———一·

X 0x2, ax0y'ay2, 

(2) z = xsin (x + y) + ycos (x + y) ，求
沁和沁

'- 2' 矿 'axay'ay

(3) z = xe'' ，求
沁扣
2, . 

加 ay a动y
2' 

(4) u = ln (ax + by + cz) ，求—
扩u 扩z
矿 'ax2 8y2 ; 

(5) z=(x-af(y-b) 9 ，求
扩 “z
矿 8yq ; 

(6) u =xyze" 1 " ，求
ap + q + r u 

加勹yq az尸

解（ 1) 由

卢＝ 1 +（1:） 2( 分） ＝言焉＝ 1 ＋ (1:)叶） ＝言

2 a2z _ 2xy 沁 2 2 y - x 和 2xy= = = - 2 
加（

2. 2, 2' x + y) 加iJy ( 
2 2 2, 2 

x +y) ay 
2 2 2. 

(x +y) 

(2) 由

泣说
一＝ (1 - y) sin (x + y) + xcos (x + y),—= (1 +x)cos(x +y) -ysin(x +y), 
改句

(3) 由

扩z—- = (2 - y) cos (x + y) - xsin (x + y), 
ax 2 

2 a z ——- = ( 1 - y) cos (x + y) - (1 + x) sin (x + y), 
加8y

2 a z —=- ycos (x + y) - (x + 2) sin (x + y). 
切

2 

az 扩z 扩z—= x2矿，—＝ x3e” 一＝ (2x +x2y)e•r, 
切

2 ay'axay 

扩z 扩z
- =( 2 + 4xy +x了） e“ ，一一； = ( 3x2 +x3y)e'1 . 
ax ay a炕y



§ I 偏导数与全微分 I ll

(4) 经计算，可依次得到

au 
= l a(ax + by + cz) = a 

ax ax + by + CZ ax ax + by + CZ' 

扩U_ a a(ax+by+cz)_ a2 
= - = -矿 (ax + by + CZ) 2 ax (ax + by + CZ) 2' 

扎 2a2 a(ax+by+cz)_ 2a3 
= = 

矿 (ax + by + CZ) 3 ax - (ax + by + CZ) J' 

扩u_ 3·2a3 a(ax+by+cz)_ 6a4 
=---=-

加
4 (ax +by +cz) 4 如 (ax +by +cz)4' 

扩 u 心 2a2 a(ax + by +cz) _ 2a2b 
2 = 2 = 3 = 3' ax" ay ayax· (ax +by+ CZ), ay (ax + by +CZ) 
4 a4u 扩 u 3 • 2a2ba(ax + by +cz) = - 6a千

= = ax2ay ay2矿 (ax + by + CZ)4 ay - (ax + by + CZ) 4. 2 4 

(5) 立三＝王尸）＝互((x-a)P矿 (y-b)q沁~ =aS(~) =aS((x -a)"~) 

dP (x - a) P d• (y - b) • 
= ~ ~ = p ! q !. 

(6) 对 x,y,z 应用 Leibniz 公式，

ap +q + r u ＝扩（ xe元） 扩 (yey) 矿 (zez ) dP (xe工） 扩 (yey) 也．

矿ay勺z'axp ayq 8zr = dxp dyq dzr 

=(x+p)e'• (y+q)er · (z+r)e' 

= (x + p) (y + q) (z + r) e" r ". 

17. 计算下列函数的高阶微分：

(1) z = xln (xy) ，求 d飞

(2) z = sin 2 (ax + by) ，求 d飞

(3) u=e兀＋ y” (x2 + y2 + z2) ，求 d3u;

(4) z = e • sin y ，求 d飞

解 (1) dz = (In (xy) + 1) dx ＋王dy,
y 

l 2 d2z= —dx2+ —dxdy －今dy气
X y y 

(2) dz = 2sin (ax + by) cos (ax + by) d (ax + by) = sin 2 (ax + by)(adx + bdy), 

d2z =2cos 2(ax + by) (adx + bdy)2, 

d3z= -4sin2(ax+by)(adx+bdy)3. 

(3) du= e义＋ 1., [ (x2 + y2 + z2) (dx + dy +dz) + (2xdx + 2ydy + 2zdz) ], 

d2u =e••r" [ (x2 +y2 丑）（ dx + dy + dz)2 +2(2.xdx +2ydy +2zdz) (dx + dy +dz) + 

2dx2 + 2dy2 + 2dz2], 

d3u = e,.1"[ (x2 + y2 +z2) (dx + dy + dz)3 +6(xdx + ydy +zdz) (dx + dy + dz)2 + 

6 (dx2 + dy2 + dz2) (dx + dy +dz)] 

= e,. r., [ (x2 + y2 + z2 + 6x + 6) dx3 + (x2 + y2 + z2 + 6y + 6) d/ + 

(x2 +y2 +z2 +6z +6) 心］ + 3e"Y" [ (x2 +y2 +z2 +4x +2y +2)dx2dy + 
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(x2 +/ +/ +4y +2z +2)d/dz + (x2 +/ +/ +4z +2x +2)dz2dx + 

(x2 +/ +/ +2x +4y +2)dxd/ + (x2 +/ +z2 +2y +4z +2)dydz2 + 

(x2 + / + z2 + 2z + 4x + 2) dzdx2 ] + 

6e父 ”“(x2 + y2 + / + 2x + 2y + 2z) dxdydz. 

(4) d•z = (dx 竺＋ dy 空） k
沉 [)y

= t 厂）产· ak ayk mydyk 

k 

= 2 k k - i 。(』 e'sin(y +了干'dyK,

18. 函数 z =I丘， y）满足

az . 1 —= -sin y+ —一－，及 /(0, y) = 2 sin y + y3. 
缸 1 -xy 

求 f(x,y) 的表达式

解对 x 积分，得到

1 
J(x,y) = -xsin y- 一ln (I - xy) + g (y), 

y 

再将/(0,y) = 2sin y + y3代入上式，得到

g(y) =2sin y +/, 

所以

得到

1 
J(x, y) = (2 - x) sin y -—ln (I - xy) + y3. 

y 

19. 验证：

az 2 

(I) z = e - •"2尤 sin(ny) 满足热传导方程一＝ k-一·a z 
2' 

加 ay

扩 u 扩 U a2u 
(2) u = zarctan 王满足 Laplace 方程—- +—- +—- =0. 

y ax2 ay2 az2 

证（ 1) 由
2 

az - K',2_, az 2 - Kn2父 ·—= ne cos(ny) ，—了＝ - n'e - ••·• sin (ny), 
ay ay 

az 2 
2 - kn2元 ． a z - = - kn e sm(ny) = k --2. 

ax ay 

(2) 由

加 1 1 yz a2 u - 2xyz 
云＝ z ． l ＋尸） 2. 了勹寸＇正＝－（ x2 寸） 2 ，

y 

au } / X 
-=z · 
句

2 · (－了）＝气气，乌＝ 22xyz2 2, 
1 +什） yx +y ay (x +y) 

au 
2 

x a u 
忑＝ arctan 了飞了＝ 0



§ I 偏导数与全微分 I ll

得到

立十凸十立＝0
ax 2 

句
2 

泣
2 

,2 

20. 设 f(r't) = ta e 飞，确定 a 使得J满足方程

逆＝上立 r逗讥 r2Or(ar) · 

解将

见＝（ ata-1 +上ta -2 r2) e 一号，
at 4 

笠＝ －沪 1 re-~ 心（ r2笠） = （－旮 l r2 +』ta 2r4) e 卢，

代入方程，解得

3 
a= －一．

2 

21. 求下列向量值函数在指定点的导数：

'TT 
(1) /(x) = (a cos x, bsin x, ex) T, 在 x = - 

4 
点；

(2) /(x, y, z) = (3x + e'cot z, x3 + y2 tan z) T ，在（ 1,2,f) 点；

(3) g (u, v) = (ucos v, usin v, v) r ，在（ I''1T ）点．

解 (1) f'(x) = (- a sin x, bcos x, c) T , 

f'（卫 l!a ,1!4) = (－了可b,c).

(2) f'(x,y,z) = (3: 3x2 
, 

\

J 

z 2Z c2 sc ce rS e2 -y zz eottan r

y 

e2 

r(1,2,'1T 2 
3 e" - 2e 

习＝ (3 4 8} 
cos v - usm v 

(3) g' ( u,v) = [ sm v ucos v, 

。

-1 0 

l l 
g'(I ' '1T ) = [ 0 -1 22 设fR3-R3为。向量二

(1) 如果坐标分量函数f, (x,y,z) =x ，儿（ x,y,z) =y ，八（ x,y,z) =z，证明 f 的导数

是单位矩阵；

(2) 写出坐标分扯函数的一般形式，使f 的导数是单位矩阵；

(3) 如果已知 1的导数是对角矩阵 diag(p(x),q(y),r(z) ），那么坐标分量函数应

该具有什么样的形式？

解 （ 1) 由于
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l l1 第十二章 多元函数的微分学

J;(x,y,z) = (1,0,0),f~(x,y,z) = (0,1,0),J;(x,y,z) = (0,0,1), 

所以 J 的导数是单位矩阵．

(2) 由 fi'(x,y,z) = (1,0,0) ，可知 f,(x,y,z) 与 y,z 无关，所以

八 (x,y,z) =x +C,, 

同理可得

儿 (x,y,z) =y+C2 ，八（ x,y,z) =z+C3. 

(3) 由 fi'(x,y,z) = (p(x),0,0) ，可知 f.(x,y,z) 与 y,z 无关，所以

f, (x, y, z) = J p (x) dx, 

同理可得

儿 (x,y,z) = J q(y)dy ，八（ x,y,z) = J r(z)dz 

§2 多元复合函数的求导法则

1. 利用链式法则求偏导数：

(1) z = tan (3 t + 2x2 - y2), x =— l dz 
,y =Ji，求一·t dt' 

d扫
(2) z = e • -21, x = sin t, y = t3 ，求—一

dt 2' 

(3) 
e"'(y-z) dw 

.w = 
a2 + 1 

,y=asin x,z=cos x 求一·
'dx' 

az az 
(4) z = u2In v,u= 王 ,V =3x -2y ，求一一·

y 0x'ay' 

(5) u = e'2 • 12 •'2, z = y2 sin x, 求 au au 
加＇ ay'

2 2 2 aw aw 
(6) w = (x + y + z) sin (x" + y" + z"), x = te', y = e', z = e'•' ，求

沁＇汛＇

2 
祝 a·z

(7) z = x2 + y2 + cos (x + y), x = u + v, y = arcsi 求x = u + v, y = arcsm v, >.K-;:--,-::-:­
au , avau 

（以下假设J具有二阶连续偏导数）

(8) u = f (xy, 
2 

X \ -"-au au a2u 矿 u—)，求一一一~.s;y J'-,~ax'ay'axay'ay2' 
2 2 au au au a·u a·u 

(9) u = J(x2 + y2 + z2) ，求一－ - －一·
扣 'ay' 加＇矿 'axay'

2 

(10) W = j(X, y, Z), X = U + V, y = U - V, Z = UV ，求一
aw aw a·w 
加＇彻 'au筋

解（ 1) 记 u = 3t + 2x2 -y2 ，则

dz dz du dz/ au. au dx. au dy 
- =- - =-(—+- - +- -) dt du dt du l at . ax dt . ay dt 



§2 多元复合函数的求导法则 i ll

= [ 3 +4冗. (－卢）－ 2y. 点］ sec2u

= (2 -f) sec2 (2t +臼
dz az dx. az dy (2) - = -—+——= e 工 -2rcos t-2e"-21 · 3t2 =z(cos t -6t2), 
dt 叔 dt. ay dt 

d2z dz d —= (cost -6广）一＋ z 一(cos t - 6t2) 
dt2dt dt 

= e,;n'- 2'3 [ (cos t - 6t2) 2 - sin t - 12t]. 

(3) 
dw aw. aw dy. aw dz - =- +--- -—+- -dx ax. ay dx. az d无

ae”(y - z) e”e 
a戈

= +—_＿． acos 无一 • (- sin x) 
a2 +1 a2 + 1 a2 + 1 

ax • = e sm x. 
2 

az az au az av ~, 1. u 
(4) - = - - + - - = 2uln v ．一＋—． 3

ax au ax av ax y V 

2x 3x 
=~ln(3x -2y) +2 

y y (3x -2y) ' 

az az au az av 
2 

X \ U 

石＝盂石＋言＝2uln v • (－习勹．（－ 2)
2x 2 2x 2 

= - :勹-ln(3x -2y) -
y y2 (3x - 2y). 

au au au az ~ ~ 2 
(5) —=—+ --— =u • 2x + u • 2z • y'cos x 

ax ax az ax 

=e +r +y ,;n•x (2x + 2y4 sin XCOS X), 

au au au az 
一＝ - ＋一一＝ u · 2y + u • 2z • 2ysin x 
ay ay az ay 

丑＋产＋ y4sin2元 3 · 2 = e (2y +4y sm x) . 

(6) 记 U = x2 + y2 + z2, V = X + y + Z．则

aw aw ax'aw ay'aw az 
—=- - ＋一—+－ - as ax as ay as az as 

=x(sin u +2xvcos u) +O(sin u +2yvcos u) +z(sin u +2zvcos u) 

= te'(sin u + 2xvcos u) + e"'(sin u + 2zvcos u), 

aw aw ax . aw ay'aw az 
一＝一—+——+- - at ax at ay at az at 

(7) 

= e'(sin u + 2xvcos u) + y(sin u + 2yvcos u) + z(sin u + 2zvcos u) 

=e' (sin u +2xvcos u) +e'(sin u +2yvcos u) +e"'(sin u +2zvcos u). 

az az ax'az ay —=-—+ -- = [ 2x - sin (x + y) ] • 1 + [ 2y - sin (x + y) ] • 0 
au ax au ay au 

= 2 (u + v) - sin (u + v + arcsin v), 

扩Z a / az \ ~,., / 1 ~ ____! 二飞仁）＝2 - cos (u + v + arc sin v) (1 + F计
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I ll 第十二章 多元函数的微分学

(8) 记 v =xy,w ＝王，则
y 

au au av au aw, I x \ 1, / x 忑了矿石忑＝Yf1 (xy ，了） ＋了12(xy ，了），
au au av au aw, I X \ X, I X 
5飞了面百＝xf1 (xy，了）－了f2(xy ，了），
矿 u a I au 
二飞（习

=!1(xy,：）－卢f2(xr,7) +x 志f1(xy,~-) －：志f2(xr,7)

归＝二;:）－卢（三）＋xyfll （气）－：f22(x分） · 

亨f2(xy 于） ＋ X立 (xy,：)－：立(xy，门

=7!2(xr,}) +x2f11(xy，门－亏f12(xy,7) +7!22(xy，门
(9) 记 V = X2 + y2 +/，则

au_ df av = 2xf'(x2 + y2 + /), ax dv ax 
au_ df av 
ay dv ay = 2yf'(x2 + y2 + /) , 

au_ df av 
az dv az 

= 2zj'(x2 + y2 + z2), 

2 a u a, 
一一＝ 2f'(x2 + y2 + z2) + 2x —f'(x2 +y2 +/) 
ax 2 ax 

= 2/'(x2 + y2 + z2) + 4式f"(x2 +y2 +/), 
2 a u a, —— =2y -J (x2 +y2 +Z2) 
初8y ax 

=4xyf"(x2 +y2 +/). 

(lO) = aw - aw ax, aw ay, aw az 
——- +——+—— au ax au ay au az au =fx +Jy + VIz, 

aw .. aw ax, aw ay, aw az 
一＝一一＋－ - ＋一一 - 彻 ax av ay av az av =f工几＋ uf,,

a2w a aw a/x aJ ai 
-—=—-- = +-- -- + u --auav au av f, au au au 

=/＋坠生立工生生＿生往＿沪过＿生汇
'ax au . ay au az au ax au ay au az au 

u(m芒十世竺十正气
加 au ay au az au 

＝儿＋（ u +v)儿－f11 +(u-v)儿＋J, + uvf,,. 



§2 多元复合函数的求导法则 i ll

2. 设 f(x,y) 具有连续偏导数，且f(x,x2) =l,f 
2 

， 父 (x,x") =x ，求八 (X,x").

解在等式f( x,x2) =1 两边对 x 求导，有

逆卫二儿（X,x2) + 2玑 (X,x2) = 0, 
加 ay ax 

再将儿 (X, X2) = X 代入，即可得到

f,(x,x2) =－一．
I 
2 

3. 设 J(x,y) 具有连续偏导数，且 f(1, 1) = 1 ，人 （ 1, I) = 2,fr (1, I) = 3 . 如果

cp (X) : j(X,j(X, X) ），求 cp'(l).

dcp(x) aj dy(x) 飞飞(x,y(x)) +f(x,y(x))¥ , 解

其中

y(x) =f(x,x) ，宁 =~(x,x) +t(x,x). 

由于 y(l) = /(1, I) = 1 ，以 X = 1 代入上述等式，得到

中'(I) =/. (1,1) +//1,1)(/,(1, 1) +/r (l,l)) =17 . 

4. 设 z ＝ 2 y 2 ，其中 f(t) 具有连续导数，且f(t) 引 O ，求一—+－—.
1 az 1 az 

f(x - y) x 0x y ay 

az 
= - 

y 叶(x2 子） = - 2xyf' （ x2 了）
ax 广 (x2 了） ax 广 (x2 干）＇

祝 l- = 
y af(x2 了） = l ＋ 2y2f' （ x2 了）

0y j(x2 寸）丁 (x2 寸） ay - J(x2 寸）厂(x2 寸）＇

直接计算可得

解

上竺十上空＝ l 
X dX' y iJy - yj口 － y2). 

5 . 设 z = arctan 王，x=u+v,y=u-v，验证
y 

iJz i)z u - v 
-—+- = 2 i)u av u· +v 2 

证
az az a冗 az ay 
-=--+-— 
au a无 au ay au 

=1+(＼广1+ （17)2( ｀`

2 

VV -+ 

, 

u 

以

U
2

2 
x
y

所
＿
＿

++, 

2 y 

2 v 2y+ 

x 

2 
2 

+ 

y-- 22x 

u 

__ 

x-y 

三
“

22 

=00 

` 

+ 

王
y
2

l) 

vz

-u 

fL 

+ 

I 

<t>"U 

u 

l 
+( 

yv 
立
0
1

一y
+

z2 

2) 

y 

\_,

v 

立
a
+
x

一y
+

f1,u 

xv1 

+( 

立
°

= 

zx 
立
O
l

2 

____

y 

ZV+ o_8 

2 x 于由又
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! II 第十二章 多元函数的微分学

所以

所以

6. 设中和山具有二阶连续导数，验证

(l)u=y中口－ y2) 满足 y 逆＋ x 迎＝王u;
加 ay y 

扩 U 2 矿 u
(2) u= 中 (X - at) + 1/J(X + at) 满足波动方程一了＝ a -"""T· 

at ax 

证 (1)
au 
一＝ y

如 (x2 -y2) 
ax, ax 

＝押'(x2 - y) 
2 a(x2 - y2) 2 

=2xy中 '(x - 2 

ax 
y) , 

迎
2 2 

2 2 
＝中 (x -y) + y 

a中 (x -y) 
ay ay 

＝中(x2 寸） ＋评(x2 寸） a（ x2切寸） ＝中(x2 寸） －屿'(x2 才），

au au X 
y -- + x -- = -u. 

ax ay y 

(2) 岊＝中 '(X - at) + l/1 I (X + at) ，卢＝ <p"(x-at) ＋叭'(x+at),

au / 
at 
一＝ - a中 (x - at) + al/J'(x + at), 

矿 u
一－ =a2<p"(x -at) +a2l/J"(x +at), 
at 2 

扩 u 2 矿 u
=a 

i)t2 扣
2. 

扩z a2z 
7. 设 z =J(x,y) 具有二阶连续偏导数，写出一了＋—了在坐标变换

如： ay

{u =x2 -y2, 

V =2xy 

下的表达式

解生＝竺逆＋竺竺＝2x 竺＋ 2y 生
缸 au ax'av ax -- au'-; av' 

扩z _ az _ I a'z au. a'z av\ _ I a'z au . a'z av 汇＝ 2 盂＋ 2x（石云十二云）＋2y（二云十二）
祝 2 扩z 扩z 2 扩z

=2 —+4x —+8xy-—+4y -- 2' au au avau av 

竺＝空逆＋竺逆＝－2y 空＋ 2x 生
ay au ay'av ay - ; au. -·· av' 

扩z 祝 a2z au . a2z av\ _ I a2z au 扩z av 
矿＝－ 2 盂－ 2y（汇了二忑) +2元（二了矿石）

az. • 2 扩z 扩z 2 扩z
= - 2 -- + 4y -- - 8xy -~+4x —-

加 8u2 a动u · ··· a庐



§2 多元复合函数的求导法则 Ill

由千 u'+v2 =x4 +2x2y2 + y4 = (x2 寸） 2 ，所以

所以

B +$ =4(x2 寸）（臼心） ＝4~（臼主）
8 设如，y) = {'e -'2 dt ，求王立＿ 2 立工十工立

o y a尤2 a动y. X iJy 

af -•平可 －叩解一＝ ye - = xe 
加 'ay'

打 3 －无2了2 a2f -4y2 a2f 
2 

= -2xy3e —- = e 斗y2 -2x2y2e 勹 =-2x3 ye -x'r'. 
ax,ayax'ay 

王立－ 2 立一工喜＝－ 2e 心
y i)x2 - iJxiJy . X iJy 

9. 如果函数f(x,y) 满足：对千任意的实数 t 及 x,y ，成立

J(t无， ty) = t"j(X, y), 

那么 f称为 n 次齐次函数．

(1) 证明 n 次齐次函数f满足方程

(2) 利用上述性质，对于

讨讨
x~ +y~=nf; 
扣 ay

az az z= 石了了了求出 x - ＋ y 一．
ax ay 

证 (1) 在等式J(tx,ty) =t"f(x,y) 两边对 t 求导，

叭 tx, ty) 五(tx, ty) + yj2 (tx, ty) = nt" -'J(x, y), 
祝

将 t = 1 代入即得到

时可
x - + y —=nf ax, ay 

(2) 由千 z (tx, ty) = tz (x, y) ，所以 n = 1, 由（ 1)

岊＋ y贵＝了了

求/设 z=f（气）心），其中 J具有二阶连续偏导数，g 具有二阶连续导数，

解令 u ＝兀y,v ＝王，则
y 

扣 af au 叶 av. dg av - _r I.... \ _x 冗—=- - + - - +—一＝无八 (u,v) －勹儿 (u,v) --;-g'(v), ay au ay - av ay - dv ay -,''--'- 'y'J" ' ' , y 

扣 llOu 初三寸（u,v) －？儿 (u,v) －了g'(v) +x［儿（ u,v)忑如（ u心］ - 

且儿（ u,v)昙玉(u,v) 卢＋ g"( 汽］
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I ll 第十二章 多元函数的微分学

= f, (xy , 7) - 7f2 (xy, 7) + xyf" (xy, 7) - 7f22 (xy, 7) -

扣甘）－沪＇行）
11. 设向量值函数/:R2-->R3 的坐标分量函数为

', 
22 
VV 

十
一

2
U
忙
皿

______ xyz ·,f 

向量值函数 g:R2-R2 的坐标分最函数为

{ u = rcosO, 

v = rsin (J. 

求复合函数fog 的导数．

解 f' （ u,v) =[:: 
V 

所以

-2u:vl,g' （ r,0) ＝（二。。

归）＇（ ,,0) =f'(g(, ,0))g'(,,0) ＝［：二：
rsin 0 

。

。

2 

2 

r 

n 

s 

20 

.1 s 

c 

r 

r 2 

(\ 

= 

- rsin 0 

rcos O) , 

00 sn oi cs I_

,. 

＼

丿

.o 
\J20 

On2 

s 

.1 

n00s 

。

.1

2O 

src 
。

ns ,1 sr22 

r 

c r 

r2 2-

-rsin 0 

rcos O) 

12. 设 w == f (X. u'V)'u == g (y'z)'V == h (X'y) ，求
aw aw aw 
如 'ay'az·

解迎＝觅十觅弝
ax ax av ax 

=f尤 ＋J九，

弝＝觅逆十觅竺
ay au ay av ay =Jugy +J“hy, 

加订加

az au az 
=Jug,. 

13. 设 z =矿， u = ln 八了万＼ = arctan L，求 dz.
X 

解＝
az az au az av 
———+—一ax au ax av ax 

=vu•-'~+u"lnu~(-7) 
x +y 1 ＋什） 2

u - l x y 
=vu 飞—勹－ - u"ln u+--i-, 

x +y x +y 

az az au az av —=—- +- - 
ay au ay av ay 
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§2 多元复合函数的求导法则 Ill

v-1 Y,.. " 1 I 1 
= vu : +u lnu1 ＋日）仁）

V - I v X 
=vu-工—-2 2 

+ u"ln u 
2 x + y x + y2, 

所以

az. az,,_,/xdx+ydy __. -ydx+xdy dz ＝云dx ＋忑dy=u•-'(T.r+7.Tuln u), 

其中 u =ln 石亡了，v = arctan L. 
X 

所以

于 a z 
2 

14. 设 z = (x2 + y2) e - acctan ，求 dz 和一
畛

解贵＝2xe-amtan于＋（ x2 + y2) e -arctan宁 l + ` （-门
= (2x + y) e 

- a,ctan 上＿
又 , 

竺＝ 2ye -aret••-;- + (x2 + y2) e -•『C1an+ - l 2 （十）
句 1+(:-)

- arc1an 上= (2y - x) e x, 

az'az dz= ~dx + ~dy = [ (2x + y) dx + (2y - x) dy] e 
-•众 1妞上

X • 

加 ay
, 

嘉＝e -mtan于 +(2x + y) e - a,ctan于．－ l2( 上) =f -2 xy -2 兀2 e arc1an于
l +( 1'...) x x +y 

15. 求下列函数的全微分：

(1) u = J(ax2 + by2 + cz2) ; 

(2) u =f(x + y,xy) ; 
(3) u =f(ln(l +x2 + y2 +z2),ex+ r"). 

解 (1) 令 v = ax2 + by2 + cz2 ，则

X 

av'av 
du= f'(v)( —dx+ —dy+ — 彻

叔 ~dy +fdz) 

= 2f'(ax2 + by2 + cz2) (axdx + bydy + czdz). 

au, au 
(2) du =~dx+~dy 

加句

= (f1 +y八） dx + (f1 + X八） dy.

au, au 
(3) du =~dx +~dy +~ 

au 
ax ay, az 

dz 

2f, 

1 +X2 +y2 +Z2 
= ~ (x dx + ydy + zdz) + (e'”“儿） (dx + dy + dz). 
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I ll 第十二章 多元函数的微分学

16. 设 f(t) 具有任意阶连续导数，而 u = f(ax + by + cz) ．对任意正整数 k ，求 d•u.

解当 k = I 时，成立

du = f'(ax +by + cz) d (ax + by + cz) = f'(ax +by+ cz) (adx + bdy + cdz), 

应用数学归纳法，假设对于 K 成立

dku =/kl (ax+ by+ cz) (adx + bdy + cdz)", 

则对千 k + I 成立

dk+lu =d(dku) =d[/kl(ax+by+cz)(adx+bdy+cdz) 勹

=/(k+I ) (ax+ by+ cz) (adx + bdy + cdz/+1. 

由数学归纳法可知对任意正整数 K 成立

dku =f(k) (ax+ by+ cz) (adx + bdy + cdz) •. 

17. 设函数 z =f(x,Y) 在全平面上有定义，具有连续的偏导数，且满足方程

吐 (x,y) ＋汃 (x,y) =0, 

证明： f(x, y) 为常数．

所以

证当 r=p-0 时，

a 
~ f (rcos 0, rsin 0) = cos 叽 (rcos 0,rsin 0) + sin 队 (rcos 0,rsin 0) 
祈

1 
=~(xf.(x,y) +玑（ x,y)) =0, 

/(rcos() , rsin() ) = F(()) . 

再利用J(x ,y ) 在 (O , O) 点的连续性，得到

(x , r！性。，0/(x,y) =凹f(rcos() ， rsin() ） = F(()) =J(O,0), 

即 F(()）为常数，所以 J(x,y) 为常数

18. 设 n 元函数J在 Rn上具有连续偏导数，证明对于任意的 X = (x1, X2 , … ,xn ) , 

Y = (yl,Y2,...,yJ ER" ，成立下述 Hadamard 公式：

由 于

所以

n 

时应） - f (x) = 2 f (y, － x , ）一(x +t(y-x))dt. 
, = l o 0x, 

证设 F (t) = /(X + t (y - X)) ，则
I 

J(y) -f(x) =F(l) -F(O) = L'F'(t)dt. 
。

n 

叶F'(t) = I 一(x+t(y-x))
a(x, +t(y, -x, )) 

i = I ax [Jt 

几

= 2 (y1 
af - x 1 ) 一－（ x+t(y-x)) .

i = 1 a丸

f (y) - /(x) = F (l) - F (0) 
九

= 2f1(y, - x, ）见(x + t(y - x))dt. ti Jo ".,, ax, 



§ 3 中值定理和 Taylor 公式 I ll

§3 中值定理和 Taylor 公式

1. 对函数f(x, y) = sin xcos y 应用中值定理证明：存在 0E(0,l) ，使得

3'IT'IT。 1T 。 'IT. 71'0 . 71'0 - =—cos —cos —- - －－sin —-sin —一4 3 3 6 6 3 6. 

证设(xo,y。) = ( 0, 0), (.:lx,.:ly) =（于:-)，对函数 J(x, y) = sin xcos y 应用微

分中值定理（即 k =0 时的 Taylor 公式），可知存在 0E(0,1) ，使得

3 1T 1T 丁＝f（了飞） －/(0,0) 寸（心，心） Ax 辽（心，心） Ay
'IT 1To 1T 。 'IT.'IT。 1TO

＝一－COS 一—cos.:.:.;- - _::_sin —sin — 
3 3 6 6 3 6. 

2. 写出函数J(x, y) = 3x3 + y3 - 2x2 y - 2矿－ 6x - 8y + 9 在点 (1,2) 的 Taylor 展

开式

解 J(x,y) =3[(x-1) +1]3 +[(y-2) +2]3 -2[(x-1) +1] 气 (y -2) +2] -

2[(x-1) +l][(y-2) +2]2-6[(x-1) +1] -8[(y-2) +2] +9 

= -14-13(x -1) -6(y-2) +5(x -1)2 -12(x -l)(y-2) +4(y-2)2 + 

3(x-1)3-2(x-1)2(y-2) -2(x-l)(y-2)2 +(y-2)3. 

注本题也可设 u=x-1,v=y-2 ，千是

f (X, y) = /(U + 1, V + 2) 

=3(u+l)3 +(v+2)3-2(u+l)2(v+2) -

2(u+l)(v+2)2 -6(u+l) -8(v+2) +9, 

展开后再用 u=x-1,v=y-2 代换回来．

3. 求函数J(x, y) = sin xln (1 + y) 在 (0,0) 点的 Taylor 展开式（展开到三阶导数为

止）．

(x3 解 f(x,y) = 无一飞＋ o(x3)){ y －兮＋奇＋ 0矿））

=xy--½-xy2 +o( （左了）3)

4. 求函数j(X,y) = e'“在 (0,0) 点的 n 阶 Taylor 展开式，并写出余项．

1 
( 

1 
解 f(X, Y) = } + (X + y) + ~ (X + y) 2 +…+— (x +y)" +R., 

2 ! n! 

其中凡＝ l 
(n+l)! 

(x+y)n+leO(x+ y) ,fJE (0,}). 

5 . 设 f(x,y) ＝竺2,x >0. 
X 

(1) 求 f(x,y) 在 (1,0) 点的 Taylor 展开式（展开到二阶导数），并计算余项 R辽

(2) 求 f(x,y) 在 (1,0) 点的 K 阶 Taylor 展开式，并证明在 (1,0) 点的某个邻域内，
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余项凡满足当 k-OO 时， Rk-+0.

解 (1) J(x, y) = 1 - (x - l) + (x - l)2 分y2 +R2, 

3 

R2 = 
1 

3 ! [ ( 
a a 一 X - l)— +y —]八 1 +()(x-l),0y) 
加 ay

= －竺(x - 1)3 -严卫(X -1) 2y +~(x-l) y2 十亚卫 3
g 

y, 
g3 年 6g

其中 t=l +0(x-1),71=0y,0<0<l. 

(2)/(x,y) =I+ t [ ~ t C~(- 1)"-i(n -j) !cos（分） (X - 1r-jrj] + Rk' 

k+I 

Rk = 
I I 

(K + 1) I ；叮（－ I) k+ l -i (k +1-j) ! pcos(7J ＋仁） (X-I)k+l -jyj 

当 x=1 时，g = 1 ，对任意 y E (- 00, + 00), Rk一0 (k->00 ）显然成立；当 O<lx-11<

l _ , 2 . 4 lx-11 I 了时，了召＜了 'I 飞—|气，千是对任意 ye(-00,+00) ，有
k+l 

I Rk I~ I ~ (k +I) ! /'. 1 _·\ I 1 
(k + 1) ！芦 j ！ ( K + 1 -j) ! 

(k+l-j)! ~lx-llk+l -jlrl' 
ltlk-j+i 

飞妇产＋1 ］ |y|｀叶节飞｝吕］＝古亨lk+ el;!; 

因此也成立 Rk-o (k- 00), 

6. 利用 Taylor 公式近似计算 8. 962. 03 （展开到二阶导数）．

解考虑/(X, J) = (9 + X) 2“在 (0,0) 点的 Taylor 公式：

f(x,y) =81 + 18x +81ln 9 · y +x2 + (9 + 181n 9)xy +婴旷9. y2 + R2 (X'y)' 

于是

8. 962·03 =/(-0. 04,0. 03) =81 + 18(-0. 04) +8lln 9 · 0. 03 + 

81 
(-0.04)2+(9+18ln9) · ( -0.04) ·0.03+ — .ln29 · 0. 032 

2 

=85. 74. 

7. 设 J(x,y) 在 R2上可微． l1 与 12 是 R2上两个线性无关的单位向量（方向）．若
引、

矶(x,y) 吵， i = 1,2, 

证明：在 R2上 f(x,y) 兰常数．

证设 l1 = (cos a 1, sin a 1), 12 = (cos a2, sin a2). 由于 f(x, y) 在 R2 上可微，

哥(x,y) 式 (x, y) cos a 1 + J;. (x, y) sin a 1 兰 0,

哥(x,y) 寸 (X, y) COS a2 寸 (x, y) sin a2 三 0.

因为 11 与 l2线性无关，所以



cos a1 sin a1 
¥-0' 

cos a2 sin a 2 

因此上面的线性方程组只有零解，即

fx(x,y) 兰 0, 八 (x,y) =0. 

千是由推论 12. 3. l 知道 f( x,y) ＝常数．

8. 设 f(x,y) =sinL( xo/c- 0) ，证明：
X 

(xt +y 立)kf(x, y) = 0, k 习．
0x ay 

证因为

§4 隐函数 I ll

（无卢＋ y 点)!< X, y) = X • COS ~ • (-7) + y • COS ~ • ~ = Q, 

所以当 k > 1 时成立
i) i)\•_,'/ i) i)\k-1, i) i) 

(x — +y — )f(x,y)=(x — +y —) (x - + y — )f(x,y)=O 
ax ay 0x 0y ax ay 

§4 隐函数

1. 求下列方程所确定的隐函数的导数或偏导数：

(I) sin y + e'- x/ = 0 ，求虹
dx' 

dy 
(2) Xr = Yx ，求一·

dx' 

(3) In 石二产 arctan 工，求也．
x dx' 

(4) x +y Y_n~dy"'"d2y 
arctan —- -- =0 ，求一和——·

a a dx dx2, 

(5) 千＝ ln-;，求贵气
扣 az 扩z 扩z

(6) e'- xyz = 0 ，求一—,—了和一—·
加 'ay'ax2 ' '" axay' 

az az a2z 扩z
(7) z3 - 3xyz = a3 ，求一一，—了和——·

加 'ay'ax2''" axay' 

(8) / (X + y, y + Z, Z + X 
祝 az

) =0 ，求一和一；ax, ay 

(9) z = f(xz,z - y) ，求琴卢

(IQ) /(X, X + y, X + y + Z) = Q，求＄昙沪晶
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解（ 1) 设 F (x, y) = sin y + e • - xy2 = 0 ，则

dy _ F, y2 - e' 
= --= 

dx F1 cos y - 2xy· 

(2) 设 F(x,y) = x1 - y'= 0 ，则

也＝－凸 =y(xln y-y) 
dx F1 x(yln x -x)' 

注 本题也可先在等式矿＝ y兀两边取对数，然后设

G(x,y) =yln x -xln y =0. 

(3) 设 F(x,y) = ln ✓了5了－ arc tan 1'._ = 0 ，则
冗

dy _ F —= -二＝芒，
dx Fr x-y 

(4) 设 F(x,y) = arctan 兰'::.1'._1'._=0 ，则
a a 

dy - F, a2 
= - = dx 尺 (x+y)2'

臼心（贵）＝ - （ x2言（ 1 ＋岱）＝ - (~[a2 + (x +y)2] 

(5) 设 F(x,y,z) ＝王－ In 三＝ 0 ，则
z y 

竺＝－仁＝二一生＝ax F, x+z'oy 

F 2 
y z 

- = F, y（元十 z) ．

(6) 设 F(x,y,z) = e'- xyz = 0 ，则

az - F X - yz az - F 
y = xz 

= - = = - ax F, e'-xy'ay F , e'-xy' 

生二尸）＝ Y. 竺＿ yz 2(ez竺＿y = 2y2Z 一卢e
0x2 ax aX e-xy 加 (e' － xy) ax) ( ez -xy)2 (ez -xy)3, 

立二尸）＝ ~(z+x 生）－ xz 2(e2鸟畛 axay e - xy 加 (ez -xy) ax y) 

2xyz 2 z z. ~xyz xyz e 
= z + - e'-xy · (e'-xy)2 (e'-xy)3. 

(7) 设 F(x,y,z) =i-3xyz-a3 =0 ，则

泣 FX - yz az - Fr - xz - = -- = - = －－上＝ax F, z2 -xy'ay F, i -xy' 

立二尸）＝产（气－ yz 2(2z 也＿ y) = -er坛ax2 ax\ ax} i -xy\ ax} (i -xy)2\ -- ax J} (i -xy)3' 

立＝平）＝~(z+x 气－ xz 2(2z 竺＿畛 t(:) =~(z+x~)-~(2z~-r) 

5 3 2 2 z -2xyz - x y z 
= 伲－ xy) 3 

(8) 由 f(X + y, y + Z, Z + X) = 0 即可得到



§4 隐函数 l lI

加八＋f3 az 八＋儿
= -- -= -

加 f2 十八' ay - f2 ＋八

(9) 设 F (x, y, z) = z - f (xz, z - y) = 0 ，则

az F尤 zf, az F, f 2 -- = --- = -- = --2 = - 加 F, -1 -xf, 一八 'ay - F, 1 - x/1 －儿＇

妇＝志（芷） = 1 - x;1 -f2 ［贵八＋ z(Z + X 笠)111 + z 扫五］ + 

(1 -x:1 一儿） 2 ［f1 +x(z +X 曰儿＋x亨;2 + (z +x 1;)儿＋孕］

=m[2笠八＋（ z +x 贵） 2/11 +2 恩(z +x 1;)1,2+ （笠） 2f22]
(10) 由 f(X,X + y, X + y + Z) = Q 即可得到

祝 f1 ＋儿＋f3 az 儿＋f3
=---=-

缸 f3 ay 13 

＄士（贵）＝分［儿＋儿＋（ 1+笠）儿＋儿＋儿＋ （ 1 ＋卢）儿］ + 
八＋f2 az 

f32 ［儿＋儿＋（ 1 ＋云伈 l

= －卢[f32(f11 +2儿＋儿） - 2/3(f; +f2)(f13 +儿) +(f1 +f2 ）九］，

乌＝炟飞） = －卢［儿＋儿＋（ 1 ＋江l 骨[!31 ＋儿＋（ 1 +1;)133] 

1 
= －下团 (f12 ＋儿） －JJ;f13+f2 亿＋J2 ）f33 寸 (f1 +2八）儿］．

f3 

2. 设 y=tan(x+y) 确定 y 为 x 的隐函数，验证

心 2(3y4 +8y2 +5) 
= - dx3 y8 

证由

y'= sec2 (x + y) (1 + y') = (1 + y2) (1 + y') 

解出

I 
y'= -1- 勹，

y 

再求二阶和三阶导数，有

2. 2 2 
y”= 丁y'= －丁－飞．，

y y y 

y"'=(7 心）y' ＝－ 2(3y4?y2 +5) 
y 

3. 设中是可微函数，证明由叭 ex - az, cy - bz) = 0 所确定的隐函数 z =f(x,y) 满足

方程

az. az 
a=-+ b =- = c. 
加句
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证由叭ex - az, cy - bz) = 0 可得到

iJz C'f!1 C'f!1 OZ C中2 C伤
—= - = - = - = , 
加－a中1 - bcp2 吨 I + b伤 iJy - acp1 - b中2 a中 1 + bcp2' 

所以

az. az a:::::...+ b:::::... = c. 
加的

4. 设方程叭 x +zy-',Y +zx-1) =0 确定隐函数 z =f(x,y) ，证明它满足方程

i)z az 
X -:- + y -:- = Z - xy. 
初句

证由千

1 \, 1 
空＝－中1 +z(-7) 中2 = yz中2 -x2r中！竺＝ －z( －习中1 +中2 = xz中 1 -xy2伤
ax l 1 x(xrp1 +y;中2) 句 l l 

一中1 +一－中2 一中1 +－伤
y(xrp, + Y'P2)' 

r x r x 

所以

az az 
x - + y —=z -xy. 
ax, ay 

5. 求下列方程组所确定的隐函数的导数或偏导数：

(1) 『子－ y2 =0 , 求业史凸卢
x2 + 2y2 + 3/ =4a2, -,, dx'dx'dx2 ''" dx2' 

(2) {xu +yv=0 , 求逆逆乌和互．
yu+xv=l, -,·ax'ay'ax2'"a幼y'

(3) {u=f(ux,v+y) , 求匀卢
v =g(u -x,v2y), 加加

, 

, 

, 
2 

vv 

订
，f
2
V
,
C
o
s
s
m
”

u
u
2
U
u
e
u
e

忙

____

l-==

l= 

xyzxyz 
-
，
『

1
,
-

、
丿
、
丿

45 (( az az 
求一和一；ax. ay 

0z 8z 
求—和一．ax. ay 

解 (1) 在方程组中对 x 求导，得到

由此解出

厂＋ 4厂岱二°=0
dy _ x(l +6z) dz_ x 

= - = dx - y(2 +6z)'dx -1 +3z· 

再求二阶导数，得到

d2y _ (1 +6z). x(l +6z) dy, x(-3) dz 
－一＝ - + - + - 
dx2 - y(2 +6z) · y2(2 +6z) dx · 2y(l +3z)2 dx 
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1 r 1 x2 (1 + 6z) 2 3x2 =-l __ _ 2 - - 2 
2y 1 +3z 2y2 (1 +3z) ( l + 3z) 3 ], 

2 2 d'z I 3x dz 1 3x 
正＝ 1 + 3z - （ l+3z)2 盂＝言z- (l+3z)3 

(2) 在方程组中对 x 求偏导，得到

三：：：：=0 

解此方程组，得到

au ux - vy 迎= VX - uy 
= 加 y2 _ x2, 加 l -x2· 

在方程组中对 y 求偏导，得到

『勹＋yx;oo 

解此方程组，得到

妞 vx - uy av - ux - vy 
= - = 2 2, 2 ay y· - x·. ay y 2. 

-x 

千是

和 S(u+x~ 勹 ux-vy 2u(x2 寸） - 4xyv 
忑＝言 U＋了飞十 V-x2)22x = （ y2 子） 2 ，

和 1 彻 iJu\. vx -uy,, __ 2v(x2 +/) -4xyu 
三＝言（ V＋飞飞）飞－x2)22x = （ y2 千） 2

(3) 在方程组中对 x 求偏导，得到

厂＝（ U+ x 恩）f1 十飞八，
彻 au云＝（忑－ i)g, +2vyg尸av 

ax 

解此方程组，得到

au f2g1 十叭 (2vyg2 - l) 逆＝ ( l - xf1)g1 - uflgl 
= 

加 f心－ ( xf1 -1)(2vyg2 -1)'ax 儿g1 -(x/1 -1)(2vyg2 -1)" 

(4) 在方程组中分别对 x 与 y 求偏导，得到

', V
-
X
V一
无

aaaa 
十
一
u
-
x
u了

aaaa 
____ 10 

呻
＇
畴

解此两方程组，得到

au av I 
= = 
加加 2

与

', 
OV-ayaV-ay 

十
一
u
-
y
u了

oaa3u 
== 01 

·
，
畸

与
au av I 

= - = ay ay 2' 

所以
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扣泣U . ~ 2 av 
一＝ 2uv -- + 2u v 一· = uv(u + v), 
ax ax ax 

az ~ 2 au . ~ 2 av 
一＝ 2uv -- + 2u v —=uv(v - u). 
ay ay ay 

(5) 在方程组中对 x 求偏导，得到

', 
av-axav-ax 

VV 

s 
。

n .I sc 

u 

u ee I 

+ 

au-axau-ax 
vv sn oi CS u

u 

ee == lO 
·
,
『

解此方程组，得到

Ou Ov — =e - u COS V —=- e - "sin v, 
i)x 

, 
i)x 

所以

加 au,,..,.. av . 2 (UCOS V - vsin V) 
= =2u= +2v== 
加加加 e" . 

在方程组中对 y 求偏导，得到
av-

,ayaV-

,ay 

VV 

s 
。

n ·1 sc uu ee 
I 

+ 

u
y
u

了

立
a
a
a

vv sn oi CS ”

“ 

ee == Ol 
·
,
『

解此方程组，得到

色－u ． av 一”= e sin v. - = e cos v 
句 切

所以

az " au 加 2( vcos v + usm v -= =2u = +2v 一＝ ) 
句句句 e 

6. 求微分：

(1) X + 2y + Z - 2 石＝0 ，求 dz;

(2) ｛三十｀，V ， 求 du 与 d队
解 （ 1) 直接对等式两边求微分，得到

1 
dx + 2dy + dz -— (yzdx +xzdy +xydz) =0, 

石
由此解出

dz=E#dx+~ 石；dy
怎－ xy 歹－ xy

(2) 直接在方程组中求微分，得到

{;d+xd-y;:yu ＝十三du - sm sm2V svdv, 
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§4 隐函数 II

解此方程组，得到

d 
sm v + xcos v. xcos v - sm u 

u = ~dx + ~d y, 
xcos v + ycos u xcos v + ycos u 

dv = ycos u - sin v dx + ycos u + sin u 
dy. 

xcos v + ycos u xcos v + ycos u 

7. 设｛ x =x(y) 
F(y-x,y-z) =0, 

z=z(y)' 是由方程组{qxy，三）＝ 0 所确定的向最值隐函数，其中
y 

dx_dz 
二元函数 F 和 G 分别具有连续的偏导数，求—和—.dy ···dy 

解在方程组中对 y 求导数，有

l(l －靡）凡＋ （ l- 贵）凡＝ 0 ，
(X + y 贵） G1 + (-7 十［靡） G2 =0, 

解此方程组，得到

dx yF1G2 +xy丸 G1 + (y-z)F2G2 
= 

dy y(FIG2 -/F2G1) 

dz zF1G2 -y丸 GI 了 (x+y)F1G1
= 

dy y(F1G2 -/F五）

8. 设J(x,y) 具有二阶连续偏导数．在极坐标｛ x = rcos 0, 

y = rsin 0 

立十立
ax 句

关千极坐标的表达式．

解经计算，有

af _ af ax. af ay ____,, af. _, __,, af —= -—+—— =cos 0.::L. + sin 0 — 
ar ax ar ay ar 0x ay' 

af _ af ax, af ay _ __,_,, af 叶—=—-- +——= -rsin 0 — +rcos 0.::L. a0 ax a0. ay a0. -··- ~ ax.. --- ~ ay' 

变换下，求

打打打 句句＾沪＝ cos 0(cos 0 正十 sin 0~) 十 sin 0(cos 。三十 sin 勹）

容易验证

2 a2f 句＾ 2 句
= cos·o —+2 cos 0sin 0 ~ + sin· 0 — 

如 ayax ay 2' 

句， aJ aJ 叮打面＝－ rcos 0 云－ rsin 0 忑－ rsin 0(- rsin 0 正＋ rcos 。三） + 

打叮
rcos 0(- rsin 0三＋ rcos 了）

= -rcos 0 亚＿ rsin 0 巫＋ r2(sin20 立－2sin 0cos 0立＋ COS20立;-rsin 05!;, +r2(sin205/;j-2sin 0cos 0~ +cos20~), 
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打 1 打 1 af _ a2J 汒f
—+-—+——=—+---
矿 r2a矿 r ar - ax2 · al· 

9. 设二元函数f具有二阶连续偏导数．证明：通过适当线性变换

{u = x ＋入y ，

V =x +µy, 

可以将方程

化简为

打打 a2f
A — +2B 一＋ C 一＝ 0

ax 2 ax0y ay 2 

打— =0. 
auav 

(AC -B2 <0) 

并说明此时入，µ为一元二次方程 A + 2Bt + Ct2 = 0 的两个相异实根

证经计算，有

巫＝巫逆十巫迎卫卫
ax au ax. av ax au 彻＇

汇3三卓迎＝入觅逆冲ay au ay av ay au 初

打打 au. a2J av. a2J au. if av 打打打
忑了言三言玩云十沪云：＋2二尸了＇

打句'au, a2L !!_!!_\. (__i_f_ a_u, i[_J_ !!_!!_ 
了入(Ou2 了二习叫玩盂石＋忑气~)

2打打』2f
＝入一飞｀ ＋ 2入µ-:;—— -- a,! + LAµ a:;;;;, + µ -~, 

if _ if au. if av. if au . if av _, a2f. 1,.. \ if... a2f —=--—+ - +——+- - ＝入—- + （入＋µ)－一—-+µ 
切初霾句初加句 aui:Jv 句初2 句霾 嗣u 初

2' 

所以

打打打0 =A —+2B_::_,L_+C — 
扣 加的 ay 

打打 打=(A+ 2B入＋ C矿）——+ ( A +2Bµ + C矿）－－ + 2[A +B（入十µ) + CAµ] 
加彻 avau 

由条件 AC-B2 <0 知一元二次方程 A +2Bt + Ct2 =0 有两个相异实根，所以只要取

入 为方程的两个相异实根．此时由入
2B... A 

,µ 坪＝－－－与冲＝－，可得c c 
AC -B2 

A+B（入＋µ) + C入µ=2~#0,
C 

打
千是原方程化简为—— =0.

加初

x=e 10. 通过自变量变换｛ ' 变换方程
y=e 

2和沁 2 扩z
ax-—+2bxy~ +cy'~ =0,a,b,c 为常数．

ax i:)xi:Jy , ay 
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解由 g = ln x, 1/ = ln y ，可得

竺享汇上竺生＝竺吵＝上竺a~ - ag ax - X ag'ay - d1/ ay - y d1/' 

沁 l 和 1 az 和 1 和 1 az a为 1 沁
-—=--- --- －一—-——--—=—2 = 矿 x2 a矿 x2 ag'ay y2 a矿 l d1/'ayax - xy a西

代入原方程，得到

2和沁 2 扩z 扩z az 和沁 azax 忑＋2bxy三＋cy 矿＝ a(忍飞） ＋ 2b 石＋C(动飞） =0 

11. 通过自变蜇变换{u=x-2fy, 
变换方程

v=x+2fy 

4-y立＝上竺，y >0 
矿 ay 2 ay 

解经计算，有

竺＝竺迎卢迎＝竺皇，竺＝竺迎十竺 3;- =－上竺＿竺
ax au ax av 0x au av ay au ay av ay 5(au 彻），
沁和和和社 1 / az az \ 1 和沁沁汇=fj+2~ ＋忑＇矿＝｀仁－习－古芷－2三勹

代入原方程，得到

沁沁 1 az 沁- - y -- －一— =4 = 0, 
ax2 J ay2 2 ay · a吨v

所以原方程变换为

扩z-— =0. auav 

12. 导出新的因变量关于新的自变量的偏导数所满足的方程：
2 2 

(1) 用（
u =x- + y, 

1 1 及 w=lnz-(x+y) 变换方程
v=-+-

X y 

az az 
y —- x —= (y-x)z; 

ax ay 

(2) 叫
u =x, 

及 w=x+y+z 变换方程
V =x +y 

B-2言中勹）$=0;

(3) 用（言＋ y ， 及 w ＝三变换方程
X 

扩z
2 
扩z 扩z

一一－ --—+ -— =0. 2 2 
加 axay ay 

解 （ 1) 由 w=lnz-(x+y) 得到
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az I aw. \ I ~ aw 1 aw 忑＝ z（忑＋ 1) = z(2x 盂了忑＋ 1),
祝 aw. \ I ~ aw 1 aw 石＝ z( 百＋ 1) = z(2y盂了忑＋ 1)

代入

az az 
y —- x —= (y-x)z, 

ax ay 

得到

z(2xy 芒－：譬＋ r) -z(2xy 芒－7 Tv +x) -z( y -x) =0 , 

化简后得到

代入

得到

代入

得到

aw 
一＝ 0.
av 

(2) 由 w=x+y+z 得到

史＝~-1 ＝迎十迎＿ 1' 史＝迎＿ l ＝弝＿ 1'
ax ax au av, ay ay av 

和扩w 扩w 扩w 沁扩w 扩w 扩Z a2w 
——=--- +2 -—+-—--—=-—+---—=— 2 2 2 加 au2 · - auav · av2 • axar - auav · av2 • al av2 · 

2 a z 
2 a2z. I,. y 沁正－ 2fxfr+(1+了）丁0,

2 a1w I v 扩w
正＋（了－ I)歹＝0

(3) 由 w ＝王得到
X 

i)z . . .. aw.... I.. aw y aw\ az. . aw.. aw. aw 
fx=w+x —= w + (x - --—)- =x —=x —+— ax -. ·- ax -. \ .. au X av j'ay ·- ay -- au. dV' 

立三江巴＋（弝＋L三立主立工立
8x2 au x2 av au x2 av Ou2 x au彻 x3 8v2) 

=2 弝＋ X 沪g ＿红立巴十立立
加 a忙 X au彻 x3 av2' 

沁 aw 扩w. I, Y 扩w y 扩w—=—+ x — +(1--）—-—一加ay au. -- a切 X } auav x2 av2' 

乌＝ x 立＋ 2立己立
ay2 - - au2 · - a吵V • X av2· 

扩z 扩z 扩z
- -2 --- +---
矿 a对Y. ay 

2 a w 
- =0. 
i)v 2 

2 =0 
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13. 设 y = f(X,t) ，而 t 是由方程 F(x,y,t) =0 所确定的 x,y 的隐函数，其中 J和 F

都具有连续偏导数．证明

af aF af aF 
dy. ax at at ax 

= 
dx af aF. aF · 

——+— 
at ar at 

证 设由方程 F(x,y,t) =0 所确定的隐函数为 t =h(x,y) ，于是就由方程 Y =f(X, 

t) = /(X'h (X'y) ）确定了隐函数 y = y(x) ，并由此可知 t 也是 x 的一元函数，即 t=h(x,

y(x))=t(x). 

首先在等式 F(x,y,t) =F(x,y(x),t(x)) =0 两边对 x 求导，得到

吐十吐些十竺史
ax. ay dx . at dx =0, 

解出

吐十迁业
dt _ ax. ay dx 

= -
dx aF 

at 

然后再在等式 y =f(x,t(X) ）两边对 x 求导，得到

业立卫汇逆＿牛产卫芞（勹
dx ax. at dx ax at\ ax. ay dx)\ at 

从而解出

叶 aF af aF 
dy ax at at ax 

= 
dx af aF. aF. —--- +— at ay at 

14. 设二元函数f(X,y): R2 ------>R 具有连续偏导数，证明：存在一对一的连续的向量

值函数G(t) :R------>R2 ，使得

foG= 常数．

证 若函数f(x,y) 恒等于常数，则任意的一对一的连续的向量值函数G(t) :R一

兀（例如 G(t)=(t,t) ）都满足要求．

现假设函数f(x,y) 不恒等千常数，则存在 (Xo,y。)，使得 fx(xo,Y。)和f/xo,y。)不全

为 0 ，不妨设/1(xo,y。） =,£0. 记 F(x,y) =f(x,y) -f(x0,y。)，它满足定理 12. 4. l 的所有条

件，所以在 x。的邻域 (a,b) 存在严格单调的连续函数 y = g(x) 满足 F(x,g(x)) =0 ，即

f(x,g(x)) =常数

设
X - a 1 

t = tan'lT（二了）的逆函数为 x=x(t):(-oo, +oo)------>(a,b) ，则

G(t) = (x(t),g(x(t))) 

是 R------.R2 的一对一的连续的向量值函数，满足题目要求．
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§5 偏导数在几何中的应用

l. 求下列曲线在指定点处的切线与法平面方程：

(I) 1::~ 在 I, 1 ，占点；
1 + X' 

() 

(2) ［＝：4;s一：：，t, ＇ 在 t ＝千对应的点；
x+y+z=O, 

(3) {在(1, -2,1) 点；
X2 + y2 + z2 = 6 , 

(4) 『2 +y2 =R2' 在立§ f 
X2 +z2 平，（卢'5伈·

解 （ 1) 曲线的切向 量函数为 (1,2x l l 
2) ，在（ l ，气）点的切向量为(1 + x) 

(1 ，五）．千是曲线在(1, 1 ，十）点的切线方程为
2 (X - 1) = J - 1 = 4 (2z - 1), 

法平面方程为

8x + 16y +2z =25. 

(2) 曲线的切向量函数为 (I - cost, sin t,2cos 
t 1T 
—)，在 t= —对应点的切向量为
2 2 

(I, 1 迈）．于是曲线在 t ＝卫对应点的切线方程为
2 

迈x - 卫＋ 1 = y -1= —z -2, 
2 2 

法平面方程为

( x －于＋ 1)+( y -l) ＋互(z -2 互）＝ X + y心－竺－ 4 =0. 
2 

(3) 曲线的切向量函数为 2(y-z,z-x,x-y) ，在 (1, -2,1) 点的切向量为 (-6'

0,6) ．于是曲线在 (1, -2,1) 点的切线方程为

{x +z =2 , 

y = -2, 

法平面方程为

X =z. 

R R R 
(4) 曲线的切向最函数为 4 (yz, - xz, - xy) ，在（五百'5-) 点的切向量为 2R2 (1, 



-1, -1) ．千是曲线在｀｀勺点的切线方程为

法平面方程为

R R R 
X - -- = - y +—= - z+ — 
迈 Ii- -'!i' 

互
x - y - z + ~R = 0. 

2 

§ 5 偏导数在几何中的应用！ II

2. 在曲线 x=t,y=t2,z=i3上求一点，使曲线在这一点的切线与平面X + 2y + Z = 10 

平行．

解 曲线的切向量为 (1,2t,3广），平面的法向扯为 (1,2,1) ，由题设，

(l,2t,3广）．（ 1,2'1) = 1 + 4t + 3t2 = 0' 

1 
由此解出 t = - l 或－一，于是

3 

(-1,1,-1) 和（－十，上，－卢）
为满足题目要求的点

3. 求曲线 x = sin2 t, y = sin tcos t, z = cos2 t 在 t ＝卫所对应的点处的切线的方向
2 

余弦．

解 曲线的切向鼠函数为 (sin 2t, cos 2t, - sin 2t) ，将 t ＝卫代入得 (O, -1,0) ，它
2 

是单位向量，所以是方向余弦．

4. 求下列曲面在指定点的切平面与法线方程：

(1) z=2x4 +3y3 ，在点 (2,1,35);

(2) e于＋ e于＝ 4 ，在点 (ln 2,ln 2,1); 

(3) x=u+v,y=u2+v2,z=u3+v3 ，在点 u=O,v=l 所对应的点．

解 （ 1) 曲面的法向量函数为 (8x3,9/, - 1) ，以 (x,y,z) = (2,1,35) 代入，得到

(64,9,-1) ，所以切平面方程为

64 (X - 2) + 9 (J - 1) - (Z - 35) = Q, 即 64x +9y -z -102 =0, 

法线方程为

X - 2 J - 1 _ Z - 35 
飞了＝飞厂＝ - l . 

(2) 曲面的法向量函数为 (e 一， e 一，－丁· --
土 1.L l x 土 y.L

e, 2 e z) ，以 (x, y, z) = (ln 2, ln 2, 
z z z z 

l) 代入，得到 (2,2, - 4 ln 2) ，所以切平面方程为

法线方程为

x - ln 2 + y - ln 2 - 21n 2 (z - 1) = 0, 即 x + y - 2zln 2 = 0, 

1 
x - ln 2 = y - ln 2 = -~ (z - 1). 

21n 2 
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5. 在马鞍面 z =xy 上求一点，使得这一点的法线与平面 x+3y+z+9=0 垂直，并

写出此法线的方程

即 {x= 1, 
2y + 3z = 5. 

解马鞍面的法向量(y,x
X 

y,x, -1) 与 (1,3,1) 平行，所以L=- ＝旦
1 3 1 

，即 y = -1,x = - 3, 

z = xy =3 ，千是该点为 (-3,-1,3) ，在该点处的法线方程为

x+3=~(y+l) =z-3. 
3 

6. 求椭球面 x2 + 2y2 + 3z2 = 498 的平行千平面 x+3y+5z=7 的切平面．

解 由于椭球面的法向量 (2x,4
X _ 2y _ 3z 

,4y,6z) 与 (1,3,5) 平行，所以—=－ =— 
1 3 5 

，解出 y=

3 5 
2 
— X,z = ~X，代入椭球面方程可得 X =土 6 ，即切点为土 (6,9,10). 所以有两个切平面

3 

满足条件，切平面的方程分别为

(x -6) +3(y-9) +5(z -10) =0 与 (x+6) +3(y+9) +5(z+10) =0, 

即

x+3y+5z 士 83 =0. 

7. 求圆柱面 xi + y2 = a2与马鞍面 bz =xy 的交角．

解 设 (x,y,z) 是圆柱面与马鞍面交线上一点．圆柱面在该点的法向量为 (2x,

2y,O) ，马鞍面在该点的法向量为 (y,x, - b) ，于是两法向量的夹角 0 的余弦为

cos 0 = 
(2x,2y,O) . (y,x, -b) _ 2xy _. 2bz 

= = 
✓(2x)2 + (2y)2 ✓X2 + y2 + b2 a 石二了 a 石言了＇

所以

。
2bz 

= arccos 
a ✓rT+V 

8. 已知曲面 x2 一 y2 -3z =0 ，求经过点 A(0,0,-1) 且与直线工＝工＝土平行的切
2 1 2 

平面的方程

解 设切点为 (xo,Yo,z。)，则曲面在该点的法向量为 (2x0, - 2y0, - 3) ，切平面方

程为

2x。X -2y。y - 3 (z + 1) = 0. 

由千切点在切平面上，所以 2x~ -2y~ -3(z。 +1) =0 ，与曲面方程相比较可得 z。 =1. 由
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于切平面与直线平行，所以

(2x0, -2y0, -3) · (2,1,2) =4x。 -2y。 -6 =0, 

与曲面方程联立，并注意到 z。 =1 ，可以求出切点坐标为 (2, 1, 1) ． 于是，切平面方程为

4x - 2y - 3z - 3 = 0. 

9. 设椭球面 2x2 +3y2 +/ =6 上点 P(l,1,1) 处指向外侧的法向晕为 n ，求函数

✓6x2 +8y2 
u= 在点 P 处沿方向 n 的方向导数．

解 曲面的单位法向量为
(4x,6y,2z) 

n= II (4x,6y,2z) II ，将点 P (l,1,1) 的坐标代入，得到

(2,3,l) 
n= '' ．千是，函数 u 在点 P 处沿方向 n 的方向导数为
旱

逆＝（些逆勹. n=（上上－旱· (2,3,l) ＝旦
an 0x'ay'az 平＇平＇）平 7

10. 证明：曲面扛＋5＋石＝拉(a >0) 上任一点的切平面在各坐标轴上的截距之

和等于 a.

l l l 
证 设切点为 (Xo, Yo, z。)，则曲面在该点的法向量为（一一－，一一～ ) 

2 石2/),勹石
，切平

面方程为

l l l — (x -x。) + --(y -y。) + -- (z -z。) = 0, 
石石石

即

所以截距之和为

1 1 1 
- x +--y ＋一 z ＝石｀｀＋石＝丘，
石石石

石扛＋石丘＋石石＝（石） 2 ＝ a.
11. 证明：曲线

, 

, 
t 

t sn oi CS ie1e,e aaa ==l= xyz .l. 

与锥面 x2 + y2 =z2 的各母线相交的角度相同

证 易知曲线的切向量为 ae'(cos t - sin t, sin t + cos t, 1) ，锥面的母线方向为

（无， y,z) =ae'(cos t,sin t,l) ，假定它们的夹角为 0 ，则

cos 0 = 
✓(cos t - sm t)2 + ( sm t + cos t)2 + l2 ✓COS2t + sm2t + 12 一沉

(cos t - sin t, sin t + cos t, 1) • (cos t, sin t, 1) 
2 

12. 证明：曲面f(ax - bz, ay - cz) = 0 上的切平面都与某一定直线平行，其中函数f

具有连续偏导数，且常数 a,b,c 不同时为零．

证 曲面的法向量为 (aft,a儿， － bf, - c/2) ，由于 (af1,a儿，－ bf, - c/2) · (b, c, a) == 
0 ，所以曲面的法向量与非零向量 (b , c, a) 垂直，即曲面的切平面都与向量 (b, c, a) 平
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行，也就是与以此向量的方向为方向的直线平行．

13. 证明：曲面 z =xf (~) (x 引 O) 在任一点处的切平面都通过原点，其中函数f具

有连续偏导数

证 易知曲面上任意一点 (xo,Yo,z。)处的切向量为

（住）－归忙），飞），－ I),
因此过点 (xo,Yo,z。)的切平面为

（八：）－气（日） ( X -X。) ＋f'（日 (y -y。) - ( z -Z。 )=0,
容易验证，（ 0,0,0) 满足上述方程，即所有切平面都经过原点．

14. 证明：曲面 F(~千,~) =0 的所有切平面都过某一定点，其中函数 F 具有连

续偏导数．

证 易知曲面上任意一点 (xo,Yo,z。)处的切向量为

（旯－气，气－红，气－乌F2),
Z。 X。 X。 y。 Yo z。

因此过点 (xo,Yo,Z。)的切平面为

卢沪） ( X -X。)＋（归识） （y-y。) + （归沪） (z -z。) =0, 

容易验证，（ 0,0,0) 满足上述方程，即所有切平面都经过原点．

15. 设 F(x,y,z) 具有连续偏导数，且 F: + F! + F~'F- 0. 进一步，设 k 为正整数，

F(x,y,z) 为 K 次齐次函数，即对千任意的实数 t 和 (x,y,z) ，成立

F (tx, ty, tz) = i4 F (x, y, z). 

证明：曲面 F(x,y,z) =0 上所有点的切平面相交千一定点．

证 利用齐次条件对 t 求导，有

玑 (tx,ty,tz) +yF,(tx,ty,tz) +zF,(tx,ty,tz) =kl-'F(x,y,z) , 

再令 t = I ，得到曲面上的点 (x,y,z) 所满足的恒等式：

x尺（ x,y,z) +yFr (x,y,z) ＋式 (X, y'z) = kF (X, y, z). 

因为曲面上任意一点 (xo,Yo,z。)处的法向量为

(F工 (xo,Yo,z。)， Fr(xo,Yo,z。)， F,(xo,Y。 ,z。)），

于是过点 (xo,Yo,z。)的切平面方程为

F兀 (x。 ,y。 ,z。)（ X -x。) ＋ F,(x0,y。 ,z。) （ y-y。) ＋ F,(xo,Yo,z。) （ z-z。) =0. 

利用前面的恒等式，切平面方程化为

F,(xo,Y。 ,z。 )x+F,(x0,y。 ,z。 )y + F, (Xo _,Yo,z。 )z =kF(x0,y0 , z。) =0, 

显然切平面经过原点，所以原点就是所有切平面的交点．



解得

§6 无条件极值

1. 讨论下列函数的极值：

(1) f(x,y) =x4 +2y4-2x2 -12y2 +6; 

(2) J(x, y) = x 4 + y4 - x2 - 2xy - y2 ; 

(3) j(X, y, Z) = X2 + y2 - z2 ; 
(4) j(X, y) = (y - X2) (y - X 4) ; 

矿 b3
(5) f (X, y) = xy+ —+—，其中常数 a>O,b>O;

X y 

y. z. 2 
(6) f (X, y, Z) = X +—+—+— (x,y,z>O). 

X y Z 

解 （ 1) 先求驻点．由

{i =4x3 -4x =0, 

fr =8l -24r =o 

X =0, 土 1 ;y =0, 土 If,

§6 无条件极值！ II

即函数有 9 个驻点．再由儿＝4 (3x2 - 1) ，儿＝ 0 ，儿＝ 24(y2 -1) ，可知

H = 96 (3x2 - 1) (y2 - 1). 

应用定理 12. 6. 2. 驻点 (O,O),(l,/f),(1, -/f),(-1,✓切，（－ 1, -/3-）满足

H>O ，所以是极值点，而其余驻点不是极值点．再根据儿的符号，可知函数在 (0,0) 点

取极大值 6 ；在（ 1,✓切，（ 1, -/3),(-1,/3),(-1, -If）四点取极小值－ 13.

注 本题可使用配方法得到

j(X, y) = (x2 - 1) 2 + 2 (y2 - 3)2 - 13, 

由此易知 (l4孔，（ 1, -/3), (- 1,✓孔，（－ 1, -If) 四点为函数的最小值点，最小值为

-13 ，函数无最大值，（0,0) 点为函数的极大值点，极大值为 6.

(2) 先求驻点．由

｛f尤＝ 4x3 -2x -2y =0, 

fy =4y3 -2x -2y =0 

两式相减，可解得 x=y=O, 士 l ，即驻点为 (0,0),(1,1),(-1, -1) 三点．再由儿＝

12x2 - 2 ，儿＝ － 2 ，儿＝ 12y2-2, 可知

H = 4 (6x2 - 1) (6y2 - 1) - 4. 

应用定理 12. 6. 2. 驻点 (1,1),(-1, -1) 满足 H>O ，所以是极值点，再根据儿的

符号，可知函数在 (1,1),(-1, -1) 两点取极小值－ 2.

在 (0,0) 点，有 H=O ，且 /(0,0) =0. 由千f(x,x) =2x2(x2 -2),f(x, -x) =2x4 ，可

知函数在 (0,0) 点附近变号，所以 (0,0) 不是极值点．
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(3) 先求驻点．由

f元＝ 2x =0, 

[ : 2一二°=，0
解得 (0,0,0) 是唯一的驻点．由 j(0,0, 0) = 0,j(X, y, 0) = X2 + y2,j(0, 0, Z) = - z2, 可

知函数在 (0,0,0) 点附近变号，即 (0,0,0) 不是极值点，所以函数无极值点．

注 对于二次多项式j(x),XE 飞，它的 Hesse 矩阵 H 是常数矩阵，我们有如下

结论：

设 x。为 J(x) 的驻点，则由 J(x) -J(x。) = (X -X。 )TH(x -x。)可知

(a) J(x。)为最小值的充分必要条件是 H 为半正定矩阵；

(b) J(x。)为最大值的充分必要条件是 H 为半负定矩阵；

(C) j(X。)不是极值的充分必要条件是 H 为不定矩阵．

本题由千函数f(x,y,z) 的 Hesse 矩阵为不定矩阵，所以 (0,0,0) 不是 J(x,y,z) 的

极值点．

(4) 先求驻点．由

{i =2x(3x4 - 2yx2 - y) = 0, 

fr = 2y - xz - x4 = 0 

迈. 3 
解得 x=y=O;x= 土 1,y=l;x= 土了， y = g, 即驻点为 (0,0),(1,1),(-1,1),

停门叫享主）五点．再由儿＝30x4 -12yx2 -2y ，儿＝－ 2x -4x3 ，儿＝ 2 ，可知
H =2(30x4 -12yx2 -2y) - (2x +4x3) 气

应用定理 12. 6. 2. 驻点停主），（－享i）满足 H>O ，所以是极值点，再根据J”

的符号，可知函数在(?i) ，(－?i)取极小值－点
在 (1,1),(-1,1) 点 H<O ，所以 (1,1),(-1,1) 不是极值点．

在 (O,O) 点 H=O ，且 f(O,O) =0. 由于j(X, x3) = - X5 (1 - X) 2 ，易知函数在 (O,0)

点附近变号，所以 (0,0) 不是极值点．

(5) 先求驻点．由

解得(i,-;;')是唯一的驻点再由／H：/3/ 一:1,f 了可知
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应用定理 12. 6. 2. 由千在驻点 (f,~-) 有 H >0 ，再根据儿的符号，可知函数在
（矿 b2-，—)点取极小值 3ab.b'a 

(6) 先求驻点．由

J, = 1 －今＝ 0,
X 

l z 
fy =— --=i- = 0 

X y' 

fz 
l 2 

=—-了. =0 
y z 

解得唯一的驻点 (2气2气2丁）．由于函数在 (2气2气2勹点的 Hesse 矩阵

3 
2丁

I 
-2 一了

。

I 
-2 一了

I 

2丁

-2 -1 

一。2-ll是正定的，所以函数在(2¼,2½,2¾) 取极小值 4 • 2+ 

2-+ 
2. 设J(x,y,z) =x2 +3y2 +2z2 -2xy +2xz ，证明：函数f的最小值为 0.

证先求驻点．由

J, =2x -2y +2z =0, 

[y=6y -2x =0, 

; =4z + 2x =0 

2 -2 2 

解得唯一驻点 (0,0,0) ，由千函数在 (0,0,0) 点的 Hesse 矩阵[ -2 6 0]是正定的，
2 0 4 

所以函数在 (0,0,0) 点取极小值/(0,0,0) =0. 

注 本题可使用配方法得到

1 f(x,y,z) ＝了(x -2y)2 分(X + 2z) 2 + y2, 

由此可知函数在(0,0,0) 点取最小值/(0,0,0) =0. 

3. 证明：函数f(x, y) = (1 + e1) cos x - ye'有无穷多个极大值点，但无极小值点．

证由

{fx(x,y) =- ( l + ey) sm x = 0, 

/ , (x, y) = er cos x - (1 + y) er = 0 

解得 X = k'TI",y = cos k'TI" - I ，所以驻点为

(k'TI", cos k'TI" - 1), k = 0, 土 1, 士 2, …．

由儿＝ - ( 1 + e1) cos x ，儿＝－ e1 sin x,frr = e1 cos x - (2 + y) e1, 可知在驻点 (k7r'

cos k'TI" - 1) 处，

H = cos k叭 1 +er) e1, 

所以当 k 为奇数时 H < 0, (k'TI", cos k'TI" - 1) 不是极值点；当 k 为偶数时 H>O，再由儿＜
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0 ，可知 (k'TT ， cos k'TT － l) 是极大值点．所以函数有无穷多个极大值点，但无极小值点．

4. 求函数f(x, y) = sin x + sin y - sin (x + y) 在闭区域

D=l(x,y)lx刻，y刻，X +y也'TT}

上的最大值与最小值．

解由

{i = cos x - cos(x + y) = 0, 

I, = cos y - cos (x + y) = 0 

得到 COS X = COS J = COS (X + J) ．在 D0 = I (x, y) I O < x, y < x + y < 2'TT ｝上考虑，得到 x=

2 2 
y =2'TT 一 X -y ，即 h'TT ，了）是函数在区域内部唯一的驻点．由千在区域边界上，即当

X =0 或 y=O 或 x+y ＝压时，有 J(x,y) ＝ 0 ，而在区域内部唯一的驻点上取值为

(22 35 
3..'3 f —'TT,f'TT) ＝—＞ 0，根据闭区域上连续函数的性质，可知函数的最大值为 fmax = 

2 

3./3 
2 
—，最小值为I如n =0. 

5. 在［ 0,1] 上用怎样的直线 t=ax+b 来代替曲线 y = x2 ，才能使它为在平方误差

的积分
I 

J(a,b) = { (y-g)2dx 
。

极小意义下的最佳近似

解 J(a,b) = L'(x2 -ax -b)2dx ＝上＿上十上(a2 -2b) +ab +b2 
o 5 2 3 

2 — 1 是 a,b 的二次多项式，它的 Hesse 矩阵[t :]是正定的，所以有最小值（见第 1 题 (3)
1 2 

的注）．对参数 a,b 求导，

得到气=1 b= －t叫 1-』:：/:::：ft:。必定是最小值点 因此最佳直线
6. 在半径为 R 的圆上，求内接三角形的面积最大者．

解 设圆内接三角形的各边所对的圆心角为 a,,a2,a3 ，则三角形的面积为

R R 
S =了[ sin a1 + sin a2 + sin a3] ＝了[ sin a1 + sin a2 - sin (a1 +叩］，

2,r 
由第 4 题知， CX1 = CX2= —-＝ m 时三角形面积最大，这时圆内接三角形为正三角形，

3 
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s 3/3 
= mox 4 R气

7. 要做一圆柱形帐幕，并给它加一个圆锥形的顶．问：在体积为定值时，圆柱的半

径 R ，高 H 及圆锥的高 h 满足什么关系时，所用的布料最省？

l V 1 
解 由帐幕的体积 V = 1r R2 H + ~,r矿h ，得到 H= —-－—h ，千是帐幕的表面积为

3 1T矿 3

S = 2,rRH +,rR 压亡了＝江红
R 3 

＋叶~ ff+h2. 

对 R 与 h 求偏导数，得到

as 2,rR,rRh 

l; : 一一；一:::~ + 卢 = 0 

乔§ l 由第一个方程，得到 R=—h ，再将 R=－h 与 V =,r矿H+ —1T矿 h 代入第二个方程，得
2 2 3 

l R H 
到 H=—h，所以当一＝－ - 

h 
2 -' -✓ '·-· ~./5 1 2 = 时，布料最省．

8. 求由方程 x2 + 2xy + 2y2 = 1 所确定的隐函数 y = y(x) 的极值．

解由

y'= -
X +y 

=0 
X +2y 

得到 X +y =0 ，再代入 x2 +2xy +2/ = 1 得到 y2 =1 ，由此可知隐函数 y = y(x) 的驻点为

x= 士 l ，且当 x= 士 1 时有 y= 干 1.

由千在驻点有

y" =－巳f-+~(1 +2y') = -1:-, 
x +2y (x +2y) y 

根据 y"（土 l) 的符号可知，y =y(x) 在 X = - l 取极大值 1 ，在 X = l 取极小值－ 1.

注本题也可由

x2 + 2xy + 2/ = (x + y) 2 + / = 1, 

得到－ l~y~l ，由此可知 y =y(x) 在 X = -1 取极大值 1 ，在 X = 1 取极小值－ 1.
9. 求由方程 2x2 + 2/ + z2 + 8yz - z + 8 = 0 所确定的隐函数 z=z(x,y) 的极值．

解由

{; = 4x: : 
得到 X =0 与 y +2z =0 ，再代入 2x2 + 2y2 + z2 + 8yz - z + 8 = 0 ，得到 7/+z-8=0, 即 z=

8 1' －—．由此可知隐函数 z=z(x,y) 的驻点为 (O, -2) 与 (o·T)·16 
7 丁）
由
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和 4 a2z 店 4
—= --- ＝ 0, —了＝
矿 1 - 2z - 8y'axay ~'ai 1 - 2z - 8y' 

16 可知在驻点 (0, -2) 与（ 0 ，了）有 H>O.

沁 4
在 (O, -2) 点，z=l ，因此—-＝— >0 ，所以（ 0,-2) 为极小值点，极小值为 z = 1 ；在

矿 15

(o, 早），点，z= －宁，因此乌－吉 <0 ，所以（ 0 ，孕）为极大值点，极大值为 z= －牛
ax 

注 1 原方程可以改写为

2x2 + 2 (y + 2z) 2 = (z - 1) (7 z + 8), 

8 
由左边非负可得(z-1)(7z+8);;:,:0 ，即 z~ －一或者 z;;:,, l. 

7 

注 2 在三维空间中，方程的图像是双叶双曲面，由两个不相连的部分组成．其中

之一开口向上，最小值 z=l ，另一个开口向下，最大值 z= －一．
8 
7 

10. 在 Oxy 平面上求一点，使它到三直线 x=O,y=O 和 X +2y - }6 =0 的距离的平

方和最小．

解 平面上点 (x,y) 到三直线的距离平方和为

D (x, y) = x2 + y2 + ( 
x + 2y - 162. ~) 

对 x,y 求偏导数，

『x =2x+:(x +2y- 16) =0, 

D, =2y+ —(x +2y -16) =0, 
5 

8 16 8 1 6 得到 x= 了 ,y= 了，所以函数只有一个驻点（了寸·

由于

lim D(x,y) = + 00, 
l( x .y) 1-~ 

可知函数 D(x,y) 在驻点（干，牙）有最小值

由

11. 证明：圆的所有外切三角形中，以正三角形的面积为最小．

证 设圆半径为 1 ，外切三角形的两个顶角为 2a 与 2/3 ，则三角形的面积为

S = cot a + cot /3 + cot侵－ a - f3) = cot a + cot /3 + tan (a + f3). 

尸＝－ csc2a + sec2 (a+µ) = 0, 

~ = - csc2f3 + sec2 (a + /3) = 0, as 
叩

得到 a =B ＝卫＿ Q -/3 ，所以
2 
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'TT 
a =/3= — 6 ' 

即外切正三角形的面积为最小．

12. 证明：圆的所有内接 n 边形中，以正 n 边形的面积为最大．

证 设圆半径为 1 ，圆内接 n 边形的各边所对的圆心角为 ak(k=l,2, …， n) ，则 n 边

形的面积为

l 
S= 了[ sin a1 + sin a 2 +… +sin a n_ 1 - sin ( a1 + a 2 +… +an- I ) ]. 

由

as 1 
—=—[ cos a k - cos( a1 + a 2 +… +a._1) ] =0 ,k=l,2, …, n - l , 
识X, 2 几－ I 

k 

推出

所以

<l1 =0!2 =. . . =an-I =2'lT - (<l 1 + <l2 +… +(ln-1)' 

2,r 
a k =— ,k=l ,2 , .. · ,n, 

n 

即内接正 n 边形的面积为最大．

13 . 证明：当 0 < X < I,0 < y < + 00 时，成立不等式

扩 （ l- x )< e- 1 .

证令f( x , y ) = Y矿 (l - x ) ，对 y 求偏导，

af 
一＝矿 (1 - x) (1 + yln x ) = 0 , 
句

-1 0J -l 
解得 y = ——． 对固定的 X E (0,1 ) ，根据—在 y = —－附近的符号变化，可知f(x , y) （作

ln x 0y ln x 

为 的函数）的极大值点为
- 1 - ( l - x) 

y y =---ln x 
，极大值为中(X) = 

eln x 
．再对叭 x) 求导，得到

1 
中＇（ x ) = -----;-,-(l - x + x In x). 

exln坛

记

g( x ) = 1 -x +xln x,x E (0,1), 

则 g' (x ) = In x < 0, g ( 0 +) = 1, g (1 -) = 0 ，所以 g( x) >0 ， 千是 ({!(X ) 严格单涸增加 ．

再由 lim ({!( x) = e 一 1 ， 得到
x一 I -

f (x,y) ~中 ( x )<e-1 (O< x <l ,O< y <+oo ) . 

14 . 某养殖场饲养两种鱼，若甲种鱼放养 x （ 万尾 ） ，乙种鱼放养 y （ 万尾 ） ， 收获 时

两种鱼的收获量分别为

(3 -ax -{3y) x 和 (4 -{3x - 2ay)y (a > f3 > 0). 

求使产鱼总最最大的放养数．

解 鱼总产量为

p = (3 气江－防） X + (4 - f3x - 2ay) y =－矿 － 2f3xy - 2ay2 + 3x + 4y. 

对 x,y 求偏导数 ，
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{E = - 2ax -2伤＋ 3 =0, 

P7 = -2{3x -4ay +4 =0, 

解得

3a -2(3 4a -3/3 
x= 

2a2 -/3 
2,y = 4a2 -2/32. 

因为 P = -ax2 -2/3xy - 2ay2 + 3x + 4y 是二次多项式，由

H = (- 2a) (- 4a) - (2/3 ) 2 =4(2a2 －矿） > O,P., = -2a <0, 

可知其 Hesse 矩阵是负定的，所以函数有最大值，即当 x=
3a -2/3 4a -3(3 

y= 
2矿－矿 '4a2 -2/32 

时产鱼

总量最大

计算实习题
（在教师的指导下，编制程序在电子计算机上实际计算）

I. 某种机器零件的加工需经两道工序，x 表示零件在第一道工序中出现的疵点数

（疵点指气泡、砂眼、裂痕等），y 表示在第二道工序中出现的疵点数．某日测得 8 个零

件的 x 与 y 如下：

曰° 2 曰曰口
5-3 

曰曰

画出这些数据的散点图，找出它们之间关系的经验公式 y=a无＋ b ，并画出拟合曲线．

解程序代码为

hold off 

X: [0,},3,6,8,5,4,2]; 

y = [ 1,2,2,4,4,3,3,2]; 

plot (x, y,'b *') 

hold on 

A = [ x', ones (size (x')) ] ; 

B =y'; 

xi =A\B; 

a=xl(l);b=xl(2);y=a *x+b; 

plot(x,y,'r') 

string= ［拟合直线 y =',num2str(a),'* x +',num2str(b)]; 

text(0. 5,3. 5, str,'FontSize', 16) 

运行后，得拟合曲线 y =0. 378 45元十 1. 253 1. 图形如图 12. 6. I 所示．

2. 某品种大豆的脂肪含量认％）与蛋白质含量 y ( ％）的测定结果如下表

所示：

: I :: : I ;: : | }: : 1 ;：二 I :: : I :; : I :: : 1 :: : 1 :: : 
画出这些数据的散点图，找出它们之间关系的经验公式，并画出拟合曲线．
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4.5 

4.0 

3.5 卜拟合直线 y=0.378 45*x+ 1.253 1 

* 

3.0 

2.5 

2.0 

1.5 

* 

1.00 2 3 4 5 6 7 8 

图 12. 6. 1 

解程序代码为

hold off 

X = [ 16. 5, 17. 5, 18. 5, 19. 5,20. 5,21. 5,22. 5,23. 5,24. 5] ; 

y = [ 43. 5,42. 6,41. 8,40. 6,40. 3,38. 7,37. 2,36. 0,34. 0]; 

plot (x, y,'b *') 

hold on 

A = [ x', ones (size (x')) ] ; 

B =y'; 

xl =A\B; 

a= xl (1) ; b = xl (2) ; y = a * x + b; 

plot (x, y,'r') 

str =［＇拟合直线 y =',num2str(a),'* x +',num2str(b)]; 

text(18,44, str,'FontSize', 16) 

运行后，得拟合曲线 y = -1. 148 3x +62. 951 9 . 图形如图 12.6.2 所示．

46 

44 

42 

40 

38 

36 

拟合直线y=-1.148 3*x+62.951 9 

34 
16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 

图 12.6.2
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3. 某种产品加工前的含水率(%)与加工后含水率（％）的测试结果如下表：

测试编号 i I 2 3 4 5 

加工前的

含水率 x,
16. 7 18.2 18.0 17.9 17. 4 

加工后的

含水率 Y,
17.5 18. 7 18.6 18.5 18. 2 

试确定加工后的含水率 y 与加工前含水率 x 的关系．

解程序代码为

hold off 

6 7 

16.6 17.2 

17. S 18.0 

x = [ 16. 7, 18. 2, 18. 0, 17. 9, 17. 4, 16. 6, 17. 2, 17. 7, 15. 7, 17. 1 ] ; 

y = [ 17. 5, 18. 7, 18. 6, 18. 5, 18. 2, 17. 5, 18. 0, 18. 2, 16. 9, 17. 8] ; 

plot (x, y,'b *') 

hold on 

A = [ x', ones (size (x')) ] ; 

B = y'; 

xl =A\B; 

a=xl(l);b=x1(2);y=a *X+b; 

plot (x, y,'r') 

str =［'拟合直线 y =' , num2str(a),'* x +',num2str(b)]; 

text(15. 6, 18. 5, str,'FontSize', 16) 

8 

17. 7 

18.2 

运行后，得拟合曲线 y =0. 739 79x +5 . 228 6. 图形如图 12.6.3 所示 ．

18.8 

18.6 

18.4 

18.2 

18.0 

17.8 

17.6 

17.4 

17.2 

17.0 

拟合直线 y= 0.739 79*x+5.228 6 

16·Ps.s 16.0 16.s 11.0 11.s 18.o 18.s 

图 12. 6. 3 

9 10 

15. 7 17. I 

16.9 17. 8 

4. 盛钢水的钢包，在使用过程中由于钢水对耐火材料的浸蚀，容积会不断增大．在生

产过程中，积累了使用次数与钢包容积增大量之间的以下 16 组数据．画出这些数据的散点

图，找出使用次数 x 与钢包容积增大量 y 之间的关系，并画出拟合曲线．



§6 无条件极值 l 11

X 2 3 4 5 6 7 8 9 

y 6.42 8.20 9.58 9.50 9. 70 10. 00 9. 93 9. 99 

X 10 11 12 13 14 15 16 17 

y 10. 50 10. 59 10. 60 10. 63 10. 60 10. 90 10. 76 10. 80 

（提示：假设 y = ax2 + bx + c.) 

解 程序代码为

hold off 

x=2:17; 

y = [ 6. 42, 8. 20, 9. 58, 9. 50, 9. 70, 10. 00, 9. 93, 9. 99, 10. 50, 10. 59, 10. 60, 10. 63, 

10. 60,10. 90,10. 76,10. 80]; 

plot (x, y,'b *') 

A = [ x. A2', x', ones (size (x))'] ; 

a= A \y' 

hold on 

y = a (I) * x. A2 + a (2) * x + a (3) 

plot (x, y,'r') 

string= ［拟合曲线 y =', num2str(a(I)),'* xA2 +', num2str (a (2)),'* x +', num2str (a 

(3))]; 

text(5, 8, string) 

运行后，得拟合曲线 y = - 0. 025 746x2 + 0. 688 29x + 6. 250 7 ，图形如图 12.6.4 所示．
11.0 

10.5 

10.0 

9.5 

9.0 

8.5 

8.0 

7.5 拟合曲线 y=-0.025 746*x2+o.688 29*x+6.250 7 

L2 

050 .

. 

766 

4 6 
8 10 12 14 16 18 

图 12. 6. 4 

5. 在研究化学反应速度时，得到下列数据．找出实验开始后的时间 t 与反应物的

趾 m 之间的关系，并画出拟合曲线．

3 6 9 
12 15 18 21 24 

m 57. 6 I 41. 5 I 31. 2 I 22. 9 I 15. 4 I 12. 1 8. 9 6. 4 

（提示： m 与 t 的关系为 m=aeb'.)
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Ill 第十二章 多元函数的微分学

解程序代码为

hold off 

X =3:3:24; 

y = [ 57. 6,41. 5,31. 2,22. 9, 15. 4, 12. 1, 8. 9, 6. 4] ; 

plot (x, y,'b *') 

hold on 

yl = log(y) ; 

A = [ x', ones (size (x))'] ; 

a= A \yl'; 

y = exp (a (2)) * exp (a (1) * x) ; 

plot (x, y,'r') 

string= ［＇拟合曲线 m =',num2str(exp(a(2))),'* e干， num2str(a(l)),'* tl']; 

text (8, 28, string,'FontSize', 16) 

运行后，得拟合曲线 m = 78. 448e -o. 104 43' ，图形如图 12.6.5 所示．

60 

50 

40 

30 

20 

IO 』
5 10 15 20 25 

图 12.6.5

§7 条件极值问题与 Lagrange 乘数法

1. 求下列函数的条件极值：

(1) f(x,Y) ：：兀y，约束条件为 x+y=l;

(2) j(X, y, Z) :: X -2y + 2z ，约束条件为无2 +y2 +Z2 = 1 ; 

冗2 y2 Z2 尤 2 + y2 +Z2 = 1 
(3) f（元， y,z) ＝了下勹，约束条件为｛心＋ By + Cz =；，其中 a>b>c>0,A2+

Bi + C2 = 1. 

解（ 1) 令

L(x,y ，入） ＝ xy- 入（ x+y-l),



§7 条件极值问题与 Lagrange 乘数法 Ill

求偏导，得到

{ ：工：: : : : : : 
L入＝－ ( x+y-1) =0, 

1 解得 X =y ＝了，即目标函数只有一个驻点（李，½)·

由 xy叶 X +y 2 l l l 了）＝4,可知（了万－）是目标函数的条件极大值点，也是条件最大值

点，条件最大值为 fmax =f （点，½)＝主
(2) 令

L(x,y,z ，入） = X -2y +2z -入（ x2 + y2 + z2 - l) , 

求偏导，得到

[j:：以x ° 
L入＝－ ( x2 + y2 + z2 - 1) = 0, 

由前三式得到 y = -z = -2x ，代入约束条件 x2 +y2 +Z2 =l ，解得

(x,y,z) =士（½,-½亭） · 

因为满足约束条件的点集是连通紧集，目标函数连续，所以必有最大值和最小值．

由千目标函数的驻点为土（上－主呈－），对应的目标函数值为土 3, 所以 fmax = 3 3 3 

f（十，一口）＝ 3 Jmin =J(-+，宁，－主） = - 3 

(3) 令
2 2 2 

X, y, Z 
L(x,y,z ，入，µ)=.:;-+—+—-入 (x2 + y2 + z2 - 1) - µ (Ax + By + Cz), a2. b2. c2 

求偏导，得到

于是

2x 
L尤＝勹· -2入 x -µ,A =0, 

a 

2y 
L =- -2入y-µB =0, 

r b2 

2z 
L, =丁 -2入 z -µC =0, 

C 

L入＝－ ( x2 +y2 +z2 - l) = 0, 

L,,_ = - (Ax+ By+ Cz) = 0, 

一(xLx + yLr + zLJ ＝—＋工十三一入＝ 0.
2 矿 b2. c2 

因为满足约束条件的点集是连通紧集，目标函数连续，所以必有最大值和最小值．
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由上式可知最大值和最小值包含在上面的方程组关千入的解中．

由

ALX + BLY + CL, = 2卢凇+7) -µ (A 2 + B2 + C2) = 0, 

得到

2 I Ax. By. Cz\ ~ I Ax. By. Cz 
µ=A2 +B2 +C2(；了勹） ＝ 2(；了勹），

代入上面的方程组，得到

; =( l ;2A2 一入卜－忙－炉＝ 0,
L. AB t 1 - B2 

r = BC 了了X + (矿一入）y －了－z =0, 

左＝于辛y+ (1 :2c2 一入）z=O
由约束条件可知驻点不在原点，即上面方程组有非零解，所以其系数行列式为零．

经计算得到

叶矿＋（ A2a:l +B2b:l +C2c2-l)入＋（｀｀十五）] =0' 

显然目标函数的最大值与最小值不为零，即入 =faO ，所以 J 的最大值与最小值分别为

方程

A 2 - 1 B2 - 1 C2 - 1 \, A 2 矿 c2

入＋ ( a2 + b2 + C2) 入＋ (b2c2 + C2a2 + a2b2) =0 

的两个根．

2. 在周长为 2p 的一切三角形中，找出面积最大的三角形．

解 记三角形的边长为 a,b,c面积为 S ，则 S2 =p(p -a) (p-b) (p-c) ．令

L(a,b,c ，入） ＝ p(p-a)(p-b)(p-c) －入 (a + b + c - 2p), 

求偏导数，得到

{:: : --P勹 ＿一：： 厂p -- Ce: 一一入入 :;: 
L,= -p(p-a)(p-b) －入＝ 0,

于是

p-a=p-b=p-c, 

再根据约束条件得到

2 
a= b = c ＝了p,

/32 所以面积最大的三角形为正三角形，最大面积为—p.
9 

3. 要做一个容积为 1 m3 的有盖铝圆桶，什么样的尺寸才能使用料最省？

解 假设圆桶的底面半径为 r，高为 h ，则圆桶的容积为 '1Tr2h =1 ，表面积为 S=

21Trh + 21T户．令
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L(r,h ，入） = 2'TTrh +2矿－入（矿h - l), 

求偏导，得到

{L, =2邧＋ 4'TTr － 2'TTrh入＝ 0,

从＝ 2'TTr-'TT户入＝ 0,

解得 h =2r，再代人约束条件 'TT;h = l ，得到

r= ｀，h昙
根据题意，目标函数必有最小值，所以可知当底面半径为《五/，高为］：时用料最省．

4. 抛物面 z = x2 + y2被平面 x+y+z=l 截成一椭圆，求原点到这个椭圆的最长距

离与最短距离

解 设原点到椭圆上一点的距离为 d(x,y,z) ，则 d2 =x +y +z ．令

L(x,y,z ，入，µ） = x +y +z2 一入 (x2 + y2 - z) - µ, (x + y + z - I), 

求偏导数，得到

1~:立飞言＇，
L, =2z +入一µ, =0' 

将前两式相减，得到（入－ I) (x - y) = 0. 

若入＝ 1 ，则有µ, =0,z =－一，显然不满足约束条件．
2 

若入"" 1 ，则 X = y，再联立约束条件 z = x2 + y2 与 x+y+z=l, 可解出 x=y=

一(-1 土 ./3),z =2x2 =2 干J，从而有 d2 = 9 干 5./3.
2 

由千满足约束条件的点集是连通紧集，目标函数连续，所以必有最大值和最小值．

千是得到

dmax =二，dm;n＝二
5. 求椭圆 x2 +3y2 = 12 的内接等腰三角形，其底边平行千椭圆的长轴，而使面积

最大．

解 设(x,y),x;;a=O 为三角形底边上的顶点，则三角形面积为 S=x(2-y) ，令

L(x,y ，入） = x(2 -y) －入 (x2+3y2-I2),

求偏导数，得到

{Lx =2 -y -2入x =0, 

L1 = -x -6入y =0, 

消去入，可得 6y - 3y2 + x2 = 0 ，再联立约束条件 x2 +3y2 =12 ，可得满足 x;;a=O 的驻点只

有 (0,2) 和 (3, -1). 

当 (x,y) = (0,2) 时 S =0 ，当（ x,y)=(3,-1) 时 S =9. 由题意三角形面积一定存

在最大值，于是得到

s max =9. 

125 



126 

I ll 第十二章 多元函数的微分学

6. 求空间一点 (a,b,c) 到平面 Ax + By + Cz + D = 0 的距离．

解 设 (x,y,z) 为平面上的一点，它与点 (a, b,c) 之间的距离为 d(x,y,z) ，则 d2=

(x-a)2 + (y-b)2 + (z-c)2 ，令

l(x,y,z ，入） ＝矿 (x,y,z) －入 (Ax + By + Cz + D), 

求偏导，得到

｛：：言：：： ＿一；：:~: 
L, =2(z-c) -C入＝ 0,

解得

l l 1 
X =a+ —入A,y =b+ －－入 B , z =c+ －一入 C,

2 2 2 

代入约束条件 Ax + By + Cz + D = 0 ，得到

入 Aa + Bb +Cc+ D 
= - 2 A2 + 82 + C2. 

千是

d2 = （入A 2 入 B 2 入 C 2 (Aa +Bb + Ce + D)2 
了） ＋巨） ＋巨）＝矿＋ B2 +C2 , 

所以 (a,b,c) 到平面 Ax + By + Cz + D = 0 的距离为

d= 
I aA + bB + cC + D I 
✓矿＋ B2 +C2. 

7. 求平面 Ax+ By+ Cz =0 与柱面气＋乌＝ 1 相交所成的椭圆的面积(A,B,C 都不
a b 

为零； a,b 为正数）．

解 椭圆的中心在原点，原点到椭圆周上点 (X,y,z) 的距离 d 的最大值和最小值

分别为椭圆的长半轴和短半轴．令

L(x,y,z ，入，µ） = x2+y2 + Z2 一入 (~+b-1)-µ(Ax+By+Cz),
求偏导数，得到

千是

2入x
L, =2x -—了－µA =0, 

a 

2入y
L) =2y- 2 -µB =0, 

b 

L, = 2z - µ,C = 0, 

l入＝ －（：十 t-1) =0, 

L,, = - (Ax+ By+ Cz) = 0, 

—(xl, + yl, + zl,) = x2 + y2 + /－入＝ 0.
2 

因为满足约束条件的点集是连通紧集，目标函数连续，所以必有最大值和最小值．
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由上式可知最大值和最小值包含在上面的方程组关千入的解中．以µ =- = 
2z 
C 

-2 Ax +By 
c2 代入前两个方程，可得

｛今＝ （ l-》分）x ＋铝＝ 0 ，
Lr AB 入 B2
了产＋（ l －了了）y =0, 

此方程组有非零解，所以系数行列式为 0. 因此

入 A2 入 B2 矿 B2

(1 了了）（ l －尸了） －了＝0,
即

A2 (I 分） ＋ B2(l －卢） +C2 (l 分）（ 1 -7) =0 

这个二次方程的两个根入与入2就是椭圆的长半轴和短半轴的平方，因此椭圆面积为

s =1r ✓吓订，利用多项式根与系数的关系可得

入心＝（A2 + B2 + C2)卢

所以

S ＝亚✓A2 +B2 +C气
C 

1 
8. 求 z ＝—(x4 +y4) 在条件 x+y=a 下的最小值，其中 x;:=O,y;:=O,a 为常数．并

2 
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Ill 第十二章 多元函数的微分学

气咕矿＝行）4= （宁） 4
当 X >0,y >0,z >0 时，求函数

f(x,y,z) =ln x +2ln y +3ln z 

在球面 x2 + y2 +z2 =6R2上的最大值．并由此证明：当 a,b,c 为正实数时，成立不等式

ab牙 :.;;108(~)6.

9. 

解 令

L(x,y,z ，入） = ln x + 2ln y + 3ln z -入（ x2 + y2 + z2 - 6R2), 

求偏导数，得到

1 
L父 ＝—－ 2x入＝ 0,

X 

, 

, 

00 ll= 入
入

yz 22 -- 2
-r
3

一z

____ 
y

z 

LL 

1 2 3 
解得 2入＝亏＝了＝下，代入约束条件 x2 + y2 +z2 =6R2 ，可得

X y Z 

x2 =R2,y2 =2R2,z2 =3R2. 

由千目标函数无最小值，所以唯一的驻点必是最大值点．千是得到

In x +2ln y +3ln z吐［对(2R勹 (3R2 计］ = ln(6 /I矿），
即

xy卢6司
x2 + y2 +z2\ 3 

6) · 
由前一式得到

fmax =J(R ，及R忑R) =ln(6/fR勹．

在后一式中令 a =x2,b =y2 和 c=z2 ，得到

ab沪< l08( 
a+ b + c\ 6 

6) · 
10. (1) 求函数J(x,y,z) =x了zc （冗＞ O,y>O,z>O) 在约束条件 xk + l +/ = 1 下

的极大值，其中 k,a,b,c 均为正常数；

(2) 利用 (1) 的结果证明：对千任何正数 u,v,w ，成立不等式

(-;) 。 （责） b( 于） c :!:::: (~) a+b+c 

解 (1) 令

L(x,y,z ，入） = aln x + bin y + cln z -入（ xk + l +/ -1), 

求偏导数，得到
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a k-I 
L =-- - K入x =0, 

又

X 

b 
L,= —- K入yk-1 = 0' 

r 
C K- 1 

L =—- K入z =0, z z 

a+ b + c 解得 K入＝乌＝乌＝斗，代入约束条件 xK +yK +Zk =l ，得到 ＝ l ，所以
x y z k入

a b 
x =,y =,zk = 

a +b +c' ✓ a +b +c'- a +b +c 

由千目标函数无最小值，所以唯一的驻点必是最大值点．千是

a In x + b In y + cln z = In (x官）叫矿“l+(a +b +c)a+b+, 

即得到

沪c < [ (a +:a+bbcc)Ca +b +C] + 
u 

(2) 令 k=l,x=~,y=
V W 

,z =，则x+y+z=l ，且
u+v+w- u+v+w u+v+w 

沪c = (U+ Vu +w) 。 (U + V V + W) b(U +:+ w) c = (u + :“十vbww;0 +b+c 

利用 (1) 的结果，有

矿ybzc < a"b牙
(a +b +c)a+b+c. 

整理后得到

(f) 。（ f)b(:） C < (u a :; ：勹 0+b+ c
X22 

11. 求 a,b 之值，使得椭圆下＋乌＝ l 包含圆 (x-1)2+y2=1 ，且面积最小．
a b 

解 为了使椭圆兰＋乌＝ 1 既包含圆 (x-1)2 +y2 =1 ，又面积最小，可以要求圆心
a b 

(1,0) 到椭圆周上的点的最短距离为 1. 为此先考虑目标函数 g(X,y) = (X - 1)2 + y2 在

兰＋乌＝ 1 条件下的极小值问题，并设条件极小值为 gmin = 1 ，由此导出 a,b 之间的关
a b 

系．构造 Lagrange 函数

L(x,y ，入） = （ x-1)2+y2 一入 (~+}-1),
求偏导数，得到
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l 11 第十二章 多元函数的微分学

并由此可得

若 y = 0, 则 X = a. 

l 入 x
--;;-l. = (x - I) -— 2 z 2 a 

=0 , 

归＝y -1f = r(1 -t) = o 

L人＝－ (~+}-1) =0 

g min = (X - l) 2 + y2 =入（ l －二） =1. 
a 

由 gmin = (X - l) 2 + y2 = 1' 可得 a = 2. 在方程组

｛：十一：r' =I' 中消去 y，得到P -:卜2 -2x +b2 =0 ，容易知道当 b ＜平，方程除
4 b 

X2 2 
了解 x, =2 外另有一解巧 E (0,2) ，这说明椭圆—+?, = 1 不完全包含圆 (x-1)2+4. b2 

y2 =1 ，不满足条件．所以 b~/j.．，这时椭圆面积 S>2 迈六．

a2 
若入＝ b2 ，则 x ＝下——

X 

a· - b 2 ，代入 gmin ＝入（ l -了） ＝ l ，得到 a,b 必须满足的关系式
a2b2 = a2 + b4. 

现求目标函数J(a,b) ='TTab 在 a2 b2 = az ＋扩条件下的极小值．令

l(a,b, 入) = 'TTab -入（ a千－ a2-b4),

求偏导数，得到

{ l a ＝吵－ 2入 a(b2 - l) = 0, 

lb ='TTa -2肋（ a2 - 2b2) = 0, 

消去入，得到 a ＝丘一矿，再代入关于 a,b 的约束条件 a千＝ a2 + b4 ，解得

3杠屈
a=-—,b= — 2 2' 

这时椭圆面积 S=
3§ 3§ 3丘瓜 x2 2 
—'IT．由于－—'IT ＜ 2ji'IT ，所以当 a ＝一—， b= 一时，椭圆下＋乌＝ 1

2 2 2 2 a b 

包含圆 (x-l) 2 +y2=1 ，且面积最小．

12. 设三角形 ABC 的三个顶点分别在三条光滑曲线 f(X, J) = 0, g (X, J) = 0 及
h(x,y) =0上．证明：若三角形 ABC 的面积取极大值，则各曲线分别在三个顶点处的

法线必通过三角形 ABC 的垂心．

证 不妨固定一边 BC 于 x 轴上， A 点在曲线 f(X,y) = 0 上移动，设 y = y(x) 是

f(x,y) =0所确定的隐函数，则 y(x) 就是三角形的高，当三角形 ABC 的面积取极大值

dy(x) 
时，——— =0 ，即曲线 J(x,y) = 0 在 A 点的切线与对边 BC 平行，所以在 A 点的法线与

dx 

BC 边垂直．由于这是图形的几何性质，不依赖于坐标系，所以曲线J(x,y) =0,g(x,y) = 

0 与 h(x,y) =0 在三个顶点处的切线分别平行千三角形的对边，从而在三个顶点处的



§7 条件极值问题与 Lagrange 乘数法 II 

法线分别垂直千三角形的对边．

13. 设 a,, a2, … ,an 为 n 个已知正数．求 n 元函数

f(x,,x2,···,xn) = 
n 

L akxk 
k = I 

在约束条件
n 

2 式 ~1
k = 1 

下的最大值与最小值．

解 由千/(xi,X2' …， xn) 在 l (x1,x2, …, Xn) I X~ +乌＋…＋式 <1 I 上没有驻点，所

以只需要求/(xi,X2, …， xn) 在约束条件 x~ ＋ x~ +…＋式＝ l 下的最大值与最小值．令

L(xl,X2,...,xn, 入） ＝f(x1,X2,···,xn) －入（式＋式＋．．．＋式－ 1)'

求偏导数，得到

L,k = ak - 2入xk=O,k=l,2, …， n,

所以

a k 
x = --- k-2入

,k=l,2,···,n, 

代入约束条件式＋式＋…＋式＝ 1 ，可得 2入＝土/::_，于是
k = I ` 

土
= 

n:: 
土

= ) 
n 

x , . . . , 2 x , l x 八

从而

fmax=` ，fmn ＝一：
n 

14. 求二次型 Ia,}x,xj (a,} ＝ aj, ）在 n 维单位球面 (xi,X2, … ,Xn) ER" 
i,j = 1 { 

上的最大值与最小值．

解令

l.j l = 2K x 
n2k 

L(x,,Xz'...,xn' 入） = 
n 

Ia,}x,x）一入 (x~ +式＋…＋式－ 1)'
,,j = I 

求偏导数，得到

{+从= ; a,kx，－从＝ 0 ,k = l,2, … ,n, 

L入＝ -( x~ +式＋…＋式－ 1) =0, 

由

= 
k x 

L 
k x 

n

、
J
K

l_2 n n 

L aikxixk 一入 2 式＝ 0,
,,k=l k=l 

可知
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n 

Ia'，X;Xj ＝入，
,,j= l 

即目标函数的最大值和最小值包含在上面的方程组关千入的解中．

记 A= (a，J ），由千方程组 2 a,kx, －入xk=O(k=l,2, …， n) 有非零解，所以系数行

列式 IA －入1 I =o ，即入是矩阵 A= (a,，）的特征值．由千 A= (a”) 是实对称矩阵，所以

特征值都是实数，将它们按照大小排序为入 1,s;; 入 2 至 ..,s;; 入，则得到

fmax =入，儿，n =入 r

15. 设生产某种产品必须投入两种要素，x1 和 x2分别为两要素的投入量， Q 为产出

扯．若生产函数为 Q =2x~x~ ，其中 a,/3 为正的常数，且 a+/3 ＝ 1. 假定两种要素的价格

分别为 p1 和 P2 ，试问：当产出量为 12 时，两种要素各投入多少可以使得投入总费用

最小．

解 目标函数为j(x1,X2) =p1X1 +p2X2 ，约束条件为 x~x尸＝ 6. 令

L(x1,x2 ，入） = P1X1 +p凸－入 (2x~x尸－ 12),

求偏导数，得到

{Lxl =p1 -2a入x:-lx尸＝ 0 ，

从＝ p2 - 2(1 - a) 入式x尸＝ 0,

御 I
消去入，得到 X2= —-X1 ，代入约束条件 x~冗；－＂ ＝ 6 ，可解得

ap2 

6p尸p~ 6p~p厂
X 1 = ---:;-::,-:;,'X 2 = aa-1/3Ji,~2 - aa/3/j-1. 

由千 lim J(x1, x2) = + co ，所以目标函数的唯一驻点必是最小值点，即当 Xl = 
(x1.x2)- 中

6p~ 一飞 6p~p厂
x = aa-1/3Ji,-2 - aa~-1 时投入总费用最小．



§1 有界闭区域上的重积分

第十三章

重积分 1

1. 设一平面薄板（不计其厚度），它在 xy 平面上的表示是由光滑的简单闭曲线围

成的闭区域 D. 如果该薄板分布有面密度为 µ,(x,y) 的电荷，且 µ,(x,y) 在 D 上连续，试

用二重积分表示该薄板上的全部电荷

解设电荷总量为 Q ，则

Q= ff µ,(x,y) 如．
D 

2. 设函数J(x,y) 在矩形 D = [O,'1T ] X [ 0, 1] 上有界，而且除了曲线段 y = sin x, 

O~x~'1T 外，f(x,y) 在 D 上其他点连续．证明J在 D 上可积．

证 设订(x,y) I ~M,(x,y) ED ，将 D 用平行千两坐标轴的直线分成 n 个小区域

aD,(i = I,2, … ,n) ，记入＝ max l diam aD, l ，不妨设 aD, (i = I,2, …， k) 将曲线段 y=
l<i<n 

sin x, 0:;;;;; x:;;;;;,r 包含在内，于是 f(x,y) 在有界闭区域 U AD，上连续，因此 f(x,y) 在
, = k+l 

U AD，上可积，即 \I e >0, 3 81 >0 ，当入 <81 时，
, = k+ 1 

而当入＜｀五时，

n 

2 (JJ，显＜立
t = k+I 2 

k k 

2 Q,A<T,< 2M L 知，＜ 2kM矿<—.
8 

i = l, = l 2 

取 8 = min{ 81 ，忒），当入 <8 时，就有
n 

2 (JJ，知，＜王二气，
i = l 2 2 

所以 J在 D 上可积．

3. 按定义计算二重积分』 xydxdy ，其中 D=[0,1] x[O,l]. 
D 
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! 11 第十三章 重积分

解将 D 分成 n2个小正方形

AD,) = ｛ (x,y),~~x己，已~y三｝(i,j = 1, 2, · · ·, n), n n n n 

取 g, ＝；九叶，则

』 xydxdy= ｝咒 2 红包＝ lIm上 2 q 
D i,j = I n-~ n i,j = I 

l l l 
= lim —·—矿 (n+1)2 =—. 

”- o n 4 4 

4. 设一元函数f(x) 在[ a,b] 上可积，D=[a,b] x[c,d] ．定义二元函数

F(x,y) =f(x),(x,y) ED. 

证明 F(x,y) 在 D 上可积．

证将[a,b],[c,d] 分别作划分：

a =x。 <X1 < X2 <… <xn-1 <x" =b 

和

c=y。 <Y1 < Y2 <… <Ym-1 <rm =d, 

则 D 分成了 nm 个小矩形 LiD,;(i=l,2, …， n,j = 1,2, …, m). 

千是

记 Q是J(x) 在小区间[ x, _ 1,x, ] 上的振幅， o'] （ F）是 F 在 ADI）上的振幅，则

包）（ F ） ＝叫

n n n 
2 {J),l(F) 知，l = 2 0,Ax,Ay) = (d-c)2 Q,Ax, ' 
,,j=l i,j=l i=l 

由 J(x) 在[ a,b] 上可积，可知 2 包Ax ｀-o （入-o) ，所以
i = I 

lim 2 0,l （ F) 知，， ＝归{(d - c) 2 Q,Ax, } = 0, 
入一o .

'·1 = 1 , = l 

即 F(x,y) 在 D 上可积．

5. 设 D 是 R主的零边界闭区域，二元函数f(x,y) 和 g(x,y) 在 D 上可积．

证明

H(x,y) =max!/(x,y),g(x,y) I 
和

h(x,y) =min!/(x,Y),g(x,Y) I 
也在 D 上可积．

证首先我们有

H (X'y) = ½ (/(X'y) + g (X'y) + I /(X'y) - g (X'y) I)' 

h (X'y) = ½ (/(X'y) + g (X'y) - I /(X'y) - g (X'y) I). 

设中（ X'y) = I /(X'y) - g (X'y) I ，将 D 划分成 n 个小区域 aD, (i = 1,2, …， n) ，利

用不等式 I I a - b I - I c - d I I,;;;; I (a - b) - (c - d) I,;;;; I a - c I + I b - d I ，可得



千是

所以

§2 重积分的性质与计算 ILL

Q, （沪 ==Sw,(f) +w,(g) (i = 1,2, … ,n), 

Q,(H) <o,(J) + (J),(g)(i=l,2, …, n), 

n n n 

0< 2 Q, ( H)A6,< 2 Q, （J) 知，＋ 2 Q, (g)A6, ' 
i = 1 i = 1 i = 1 

由 f,g 在 D 上可积，可知
n 

lim Q, ( H)A6, =0, 
入一0 2 i = I 

即 H(x,y) = max 订(x,y),g(x,y) ｝在 D 上可积．

类似地可得

w, (h) ~ w, (/) + w, (g) (i = 1, 2, …, n), 

从而 h(x,y) = min 订(x,y),g(x,y) ｝在 D 上也可积．

§2 重积分的性质与计算

1. 证明重积分的性质 8.

证 不妨设 g(x)~O,M,m 分别是f(x) 在区域 0 上的上确界、下确界，由 mg(x) ~ 

J(X)g(X) ~Mg(X) 、性质 l 和性质 3 ，可得

m f g (x) d V ~ f J(x) g (x) d匡M f g(x)dV, 
() () () 

当[ g(x)dV=O ，积分中值定理显然成立．当[ g(x)dV引 O ，则

J八 x)g(x)dV
/l m:;;;; 

fg(x)dV 
[) 

:s;;M, 

所以存在 µ,E[m,M] ，使得

J f (X) g (X) d V 

{) =µ.,' 
fg(x)dV 
{) 

即

If (X) g (X) d V = µ, I g (X) d V 
9 

如果J在有界闭区域 Q 上连续，由介值定理，存在扣J}，使得 J(g) ＝µ，所以

If (X) g (X) d V ＝只） f g(x)dV. 
。

2. 根据二重积分的性质，比较下列积分的大小：
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(1) 』（ x + y)2dxdy 与§ (x+y)3dxdy，其中 D 为 x 轴，y 轴与直线 x+y=1 所围的
D D 

区域；

(2) ff ln(x + y) dxdy 与§ [ In (x + y) J2 dxdy ，其中 D 为闭矩形［ 3,5]x[0,1].
D D 

解 （ 1) 因为在 D 上成立 O<x+y<l ，所以 (x+y)2 >（ x+y)3 ，于是

§ (x + y) 2 dxdy>§ (x + y)3 dxdy. 
D D 

(2) 因为在 D 上成立 x+y~3 ，所以 In (x + y) < [ In (x + y) J2 ，于是

§ In (x + y) dxdy<§ [ln(x +y) ]2dxdy. 
D D 

3. 用重积分的性质估计下列重积分的值：

(1) ff xy(x +y)dxdy ，其中 D 为闭矩形 [0,1] x[0,1]; 
D 

(2) ff~ ，其中 D 为区域 l (x,y) I Ix I + I y I ~ 10 I ; 
100 + cos'x + cos'y 

D 

(3)1lf~ ，其中 0 为单位球{ (x,y,z) 1 x2 +y2 +Z2<l }. 
[) 

1 + x'+ y'+ z 

解 （ 1) 因为在 D 上成立 Q ~ xy (X + y) ~ 2 ，所以

0 ~ ff xy(x + y) dxdy 豆．
D 

(2) 因为在 D 上成立
1 1 1 

—< 2 <- 
102 ~ 100 + cos2 x + cos2y ~ 100' 

所以

俘< ff dxdy2 也．
~ 100+cos2x+cos2y 

1 
(3) 因为在 0 上成立一<

1 
2 

2 2 2<l ，所以
l +x +y +z 

扣< 1If dxdyd:A'TT 
n 

1 + x2 + y2 +z 

4. 计算下列重积分：

(1) ff (x3 +3x2y+y3)dxdy，其中 D 为闭矩形 [0,1] x[O,l]; 
D 

(2) ff 无yef+ y2dxdy ，其中 D 为闭矩形 [a,b] x [c,d]; 
D 

(3) 皿 (dxdydz 3 ，其中 0 为长方体[1,2] x[l,2] x[l,2]. 
n 无＋ y + z) 

l l 

解 (1) f (x3 + 3占寸）扣dy = L dy f。 (x3 + 3x2 y + y3) d无

= I: (-¼- + y + y3) dy = 1. 

(2) ff 兀yeX2”2扣dy= fb 兀e 兀2 d兀 f ye'2 dy= 上(e 62 - e •') (e d2 - e c2 ). 
D a c 4 



§2 重积分的性质与计算 l lI

(3) 1lf (dxdydz 3 =f2 dx f2 dy f2 dz 
x + y +z) l l l (x + y + z) 3 

n 

1 r2 . r2 
= -— f dx f [ - 

1 1 
扣2 l l (x +y +2)2 (x +y + 1) 

1 r2, 1 2 1 \, 1, 128 
＝五（二一了十~)dx ＝了In声

5. 在下列积分中改变累次积分的次序：

(1) f dx r f(x,y)dy (a <b); 

2a,✓芦

(2) J:- dx r~f(x,y)dy (a >0); 
。 J

2" _,in X 

(3) r· dx r· - J(x,y)dy; 
。

(4) t dy I:'f( x ,y)dx + r dy I: , f(x, y) dx; 

(5) J: dx 1:-• dy J:厂f(x,y,z) dz（改成按 y 方向、x 方向、z 方向的次序积分） ; 

f f 
I J I 

(6) dx dyf f(x,y,z)dz （改成按 x 方向、 y 方向、z 方向的次序积
-I J -./i"7 石

分） ．
b x b b 

解 (1) (山 f．如，y)dy = r dy f/<x,y)dx 

2. J 
(2) J:- dx f~J(x,y)dy 

0 J ✓五言了

a a - J了二 a 2a 

= I: dy I甘 J(x, y) dx + J: d y f:了J(x,y) dx + 

t dy J;J( 无 ,y) dx. 

2,, .,n x 

(3) ['dx r·. /(x, y) d y 
0 J 0 

= I: dy r.~:.:c:ny J( x ,y) dx - rl dy I厂::．csnnyy f(x ,y) dx 

l 2y 3 3 -r 2 3 -x 

(4) { dy f。如，y)dx + r dy I:, J(x,y)dx = I: dx f~兀 f(x,y)dy
I I - x x+y 

( 5) t dx t -dy J: , J(x,y,z)dz 
。

= { dz I: dx {-• f(x,y,z)dy - { dz { dx {-• J(x,y,z)dy 

注也可写成
I l : I -无I: dz I: dx I:-• f(x,y,z)dy + I: dz I: dx r~: J(x,y,z)dy 
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l J I 石

(6) LI dx r~dy I歹f(x,y,z)dz= { dz r , dy r:;,了J(x,y,z) dx 

6. 计算下列重积分：

(1) ff xy2dxdy ，其中 D 为抛物线 y2 =2px 和直线 x=f(p>O)所围的区域；
D 2 

) (2) ff ~(a >0) ，其中 D 为圆心在 (a,a ，半径为 a 并且和坐标轴相切的圆
D J 

周上较短的一段弧和坐标轴所围的区域；

(3) ff ex+'dxdy ，其中 D 为区域 l(x,y) I !xi+ lrl ~11; 
D 

(4) ff (x2 了） dxdy ，其中 D 为直线 y=x,y=x+a,y=a 和 y=3a(a>O) 所围的
D 

区域；

(5) ff ydxdy ，其中 D 为摆线的一拱 x = a (t - sin t), y = a (1 - cos t) (0 ~这21T ）与
D 

x 轴所围的区域；

(6) ffy[l +xe十(x2 ＋产 ） ］ dxdy ，其中 D 为直线 y=x,y= -1 和 x =1 所围的区域；
D 

(7) 『 x2ydxdy ，其中 D = I (x, y) I x2 + y2 汪， 1~这2,0~y红；
D 

(8) ，卢dxdydz ，其中 n 为曲面 z =xy ， 平面 y=x,x=l 和 z=O 所围的区域；
n 

(9) 川 (1dxdydz 3 ，其中 n 为平面 x=0,y=0,z=0 和 x+y+z=l 所围成的四
+x+y+z) 

面体；

(10) J1f zdxdydz ，其中 n 为抛物面 z = x2 + y2 与平面 z=h(h>O) 所围的区域；
n 

(11) f z2 dxdydz ，其中 0 为球体 x2 + y2 +z飞 R2 和 x2 +y2 +z飞2Rz(R >0) 的公共

部分；
2 2 

(12) N x2 dxdydz ，其中 n 为椭球体气＋乌＋今釭
n a b c 

p 今 l P 4 

解 (1) I xy2dxdy = rp y2dy f县 xdx= 飞 rp y2 (p2 -7) dy ＝叔
(2) ff dxdy = fa dx 『 ~dy= 『（ a 五）扣

~ ✓二。尸。。尸

8 3 

= (2/i－寸卢

(3) 』 e父 “dxdy= (1 e' dx r:•_, e' dy+ { e'dx I::~ e1dy=e-~ 
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Ill 第十三章重积分

2 -, 
m =』 p(x,y) dxdy = t dy J:, (x2 + y2) dx 

= f: (f -4y+4y2 －于y3)dy=f
8. 求抛物线 y2=2px ＋矿与 y2 =-2qx ＋矿（p,q >0) 所围图形的面积．

解 联立两个抛物线方程，解得 X =~卫！
2' y= 士《石，于是两抛物线所围的面积为

石于－房

f f 
石

S= －石 dy 号牛 dx = I:pq [ (p + q) -~产］ dy=½(p+q)石
9. 求四张平面 x=O,y=O,x=l,y=l 所围成的柱体被平面 z=O 和 2x + 3y + z = 6 

截得立体的体积

于是

解设 D:O::;;x::;;1,0::;;y::;;l ，利用对称性，有

』 xdxdy= 』 ydxdy,

V = ff (6 - 2x - 3y) dxdy = 6 -5 t dx t ydy =—. 7 f (6 -2x -3y)dxdy =6 -5 { dx f。 2

10. 求柱面 y2 +z2 =1 与三张平面 x=O,y=x,z=O 所围的在第一卦限的立体的

体积

解 设 D 是所围空间区域在 xy 平面的投影，则

D=l(x,y)[O~这y,O~y~l f, 
于是

V= ff 汀了dxdy = f。五了dy I: dx = { y 工了dy ＝上
D 。 3

11. 求旋转抛物面 z=x2 +y2 ，三个坐标平面及平面 x+y=l 所围有界区域的

体积

于是

解 设 D 是所围空间区域在 xy 平面的投影，则

D=l(x,y) lx+y~l,x~O,y刻｝，

I.I-• 

V= 』（ x2 + y2) dxdy = 2 』 x2dxdy =2 f。无2dx fo dy ＝卡

12. 设f(x) 在 R 上连续， a,b 为常数．证明
b 

(1) I: dx r f(y) dy = I: f(y) (b - y) dy; 

(2) I: dy I: 亡叮(x) dx = f。a (a - x) e(a叮(x)dx(a >0). 

证 （ 1) 交换积分次序，则得到
b x b b b 

(dx (/(y) dy = (/(y) dy (dx = (/(y) (b - y) dy 

(2) 交换积分次序，则得到



§2 重积分的性质与计算 Ill

f: dy f: e (a x)如） d元＝ f: e“ 如）d无 r dy = I。” (a －兀） e( a 如） d无

13. 设f(x ）在[ 0, 1] 上连续，证明
r f dy「如） dx = J: (e' - e'2 )如） dx.

0 J y J 0 

证 交换积分次序，则得到

fo dy 厂如） d兀＝ f;j(x) d无 r er dy = I: (e' - e'2 加） d兀
14. 设 D=[O,l] x[O,l] ，证明

1 :s;;; ff [ sin( 尤2) + cos(y2) ］扣dy 心/i.
D 

证 ff [ sin( 尤2 ) +cos(y2) ]d无dy = I: sin伲）由 I: dy + I: cos(y2)dy J: dx 
0 JO J 0 

D 

f1 = I: sin( 尤2) d元十{ cos(y2) dy = f。[ sin (x2) + cos (x2) ] dx 

勺;sin(x2 号）扣
当年[ 0, 1] 时，成立

｀宁子） ,s;;; 1' 

所以

1:::;; ff [ sin(x2) + cos(y2)] dxdy心
D 

t 15. 设 D=[O,l] x[0,1] ，利用不等式 l -了:::;; cos t ::,;; I (I t I :::;;千)，证明

49 沪 ff cos(xy) 2dxdy:::;;l. 
D 

证由

(xy)4 2 
1 -

2 
,s;;; cos (xy)',s;;; 1, 

易知

ff cos(xy)2dxdy~l, 
D 

另一方面，由于

ff [ 1-宁］dxdy = 1 -½ I: x4dx I: y4dy ＝器，
所以

49 矿;; ff cos(xy)2dxdy. 

16. 设 D 是由 xy 平面上的分段光滑简单闭曲线所围成的区域，D 在 x 轴和 y 轴上

的投影长度分别为 l月和 l, , (a,/3）是 D 内任意一点．证明：
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111 第十三章 重积分

(I) I ff (x - a) (y - f3) dxdy 包lrmD;
D 

I 

ff 
l2 f 

(2) If (x-a)(y-/3)dxdyl气

证 (l) 1 』 (x -a) (y -/3) dxdy I,;;; 』 |x - a I I y - /3 I dxdy 

也』 dxdy = l)rmD. 

(2) 设 D~D'=[a,b] x[c,d] ，且 b - a = l,, d - c = l1 ，则

I { (x - a) (y - fi) dxdy I ~』| (x-a)(y-fi) ldxdy 

ff I 
b 

~ ff I x - a I I Y - fi I dxdy = I: I x - a I dx f I y - fi I dy, 

由于 ae[a,b] ，千是

I: I x - a I dx = - I: (x - a) dx + f (x - a) dx = ½ [ (a - a) 2 + (b - a)2 ] 

1 l 2 l 2 

2 
[ (b =— -a) +(a-a)]2-(b-a)(a-a)勹(b - a) =—l 2 X' 

同理可得

fly-/3 |dy卢2 r, 

所以

Iff (x -a) （ y-/3 ） dxdyl名
17. 利用重积分的性质和计算方法证明：若f(x) 在[ a,b] 上连续，则

[f f(x)d无］ 2 :e:=; (b - a) f [J(x) J2 dx 

证由千

[Jbf（ x)dxf ＝』 J(x)J(y) dxdy/」 (J2 (x) ＋广 (y))dxdy,
2 

由对称性，

[a,bl[a,b] J(x)J(y) dxdy:e:=;+ [a,b 』[ a,b ] 

b a 

ffx 
b a 

（广 (x) ＋广 (y)) dxdy = 2 ff 厂 (x) dxdy 
[ a,b] x [ a,b] 

b 

=2[广 (x) dx { dy = 2 (b - a) f：广（ x) dx, 

所以
b 

[ f J(x) dx] 2,::; (b - a) f [J(x) ] 2 dx 

18. 设f(x) 在[ a,b] 上连续，证明

ff 矿 x) -J(r) dxdy;;e: (b - a) 2. 

[a,b] x[a,b] 
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证明一将区间 [a,b]n 等分，并取 g, E [x, － l,x, ］，则

『 eIOf(r) dxdy = lIm (b - 2 a) 2 n e厄） n e 阳），
{ n ;. 2} n-., 

[a,b] x[a,b] 

再利用不等式：当 X;>O(i=l,2, …， n) 时成立

1 1 1 
(x1+X2+ … +xn) (t ＋言＋…＋ t) 五，

（注：上述不等式可由算术平均不小千几何平均得到）

就有

所以

千是

(b - a) 2 n 
2 2 e应，） ·2 e-f(t,) >( b - a)2, 

n i = I 

ff e如）寸<r) dxdy~ (b - a)2. 

[a,b] x[a,b] 

证明二设 D = [a,b] x [a,b] ，由对称性，有

』 el<•) -f(r) dxdy= 』 ef<r) -f<•) dxdy, 

』 e肛）－f（ y) dxdy= ；』［ ~(x) -f(y) + e们） - f(x)] dxdy~ 』 dxdy=(b-a)2.

19. 设 il= l (x1,x2, …,x") IO~x,~1,i=l,2, …, n }，计算下列 n 重积分：

x; +x; +... +X:)dx1dX2"00dxn; (l) f (2 2 
9 

(2) I (XI + X2 +… +xn)2dxldx2 … dx旷
n 

解 (1) J (式＋式＋…＋式） dx1 dx2 …dxn 

" 
=n[ 式 dx1dx2 也＝ nf。式 dx1 I: dx2... J: 归＝ f 

(2)j(x1+x2+ …+ xn)2dxl dx2 …dxn 
n 

= f (2 环） dx1dx2 … dxn
i,j= I n 

n 

=,~, J xixidx1 dx2 …dxn 
i,j = 1 fl 

n 

= b I 式 dx1dx2 … dxn +2 •-~-- J x,xjdx1dx2 … dxn 
'= 1 I,;;i <j,;;n a n 

n l n 1 
=— +2 I —=—+—n(n-l) = 

n(3n+l) 
3 4 3 4 12. I,;; i 勺<n
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§3 重积分的变量代换

1. 利用极坐标计算下列二重积分：

(1) ff e 一（无产） dxdy ，其中 D 是由圆周 x2 +y2 =R2(R >0) 所围区域；
D 

(2) ff ✓xdxdy，其中 D 是由圆周 X2 + y2 = X 所围区域；
D 

(3) ff (x + y) dxdy ，其中 D 是由圆周 x2 + y2 =x + y 所围区域；
D 

(4) 』
l - x2 - y2 

~dxdy，其中 D 是由圆周 x2 + y2 = 1 及坐标轴所围成的在第一象
1 + x'+ y 

限上的区域

解 (l) ff e 2 

1T R 

D 一 (,2 ＋产） dxdy = {" d0 {'e-''rdr ='lT ( 1 - e -R2) • 

千 cos°4 工
(2) ff.Fdxdy = 尽可d0 石rdr = f J: cos30d0 = ii 2 

5 
cos30d0 = 8 

D J 于 Jo f。 15
(3) ff (x +y)dxdy = J导~ (sin 0 + cos 0) d0 f n O+co, 8 户 dr

D 4 

l 汗
= + r.:!!. (sin 0 + cos 0) 4 d0 3 ＿工

4 

｀早于 sin4 (0 + f) d0 

＝勹~ sin4tdt ＝工
3 。 2

注 本题也可通过作变换

来求解

(4) 』

l l l 
x ＝了＋ rcos 0,y ＝了＋ rsin 0 （归庄2'IT ，0<r`

~dxdy = f d0 I: JSrdr ＝于f\曰dt
I 

＝勹 l-t dt ＝立＿卫
4 。八 84.

2. 求下列图形的面积：

(1) (a1x+b1y+c1)2 +(a2x+b2y+c2 尸＝ 1 (5 = a1 b2 - a丸 ¥0) 所围的区域；

(2) 由抛物线 y2 = mx,y2 = nx (0 < m < n) ，直线 y = ax,y ＝扣（ O<a</3）所围的

区域；



面积

§3 重积分的变量代换 Ill

(3) 三叶玫瑰线 (x2 + y千＝ a (x3 - 3xy2) (a > 0) 所圉的图形；
4 2 2 

(4) 曲线片叶）＝兰＋}<h,k >O;a,b >0) 所围图形在 x>O,y>O 的部分．
a 

解 (1) 作变换 u = a1x + b,y + c1,v = a2x + b2y + c2 ，则
a(u,v) 
a(x,y) 

= a1 b2 - a也，于是

S= 』罩ldudv=~ 』 dudv=~a2b
2 

(2) 作变换 u=L,v=l'._ ，则 x ＝下，y ＝－u .. u a(x,y) - u 
x x v v'8(u,v) v 

＝下，于是面积

s = ff 11仁',~ldudv = (udu I: 笠＝ ¼<n2 -m2) (~－卢）
(3) 令 x = rcos (), y = rsin ()，则曲线方程可化为极坐标形式 r = acos 3() ，千是面积

千
S =3 t~ d()厂38rdr=3a2J于 cos23()d() =丘

4 

(4) 作变换{x =hrcos2()，则~ = hkrsin 2()，而曲线方程化为
y = krsin20, a(r, 8) 

矿 k2
r2 = ~cos4 () +了sin4() ，

a b 

千是面积

S = hk f sin 20d0 f三°'40 ＋甘sm”rdr
千 h2 千 k2

= hk(f。 7sin 0cos5 0d0 + f。 f-sin5 0cos 0d0) 

hk(a2k2 + b2矿）
= 2 2 6a b 

3. 求极限

1 
归忑 ff,_,1(x,y)dxdy,

丑＋y2-.p2

其中 f(x,y) 在原点附近连续

解 由积分中值定理，

ff f(x,y)dxdy =J(g,T/)'1Tp, 
丑＋y扫p2

其中 §2 ＋矿芍p\

因为f连续，且当 p-o 时，（ g,T/)-(O,O) ，所以

1 
lim— 2 ff 如，y) dxdy = f(0,0). 
p-o'1Tp 

丑＋y乓p2

4. 选取适当的坐标变换计算下列二重积分：

(1) ff （石＋,/i) dxdy ，其中 D 是由坐标轴及抛物线石＋5－ ＝ 1 所围的区域；
D 
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』 22
(2) D （兰＋乌） dxdy ，其中 D 是由 1) 椭圆千~=l 所围区域； ii) 圆 x2 + y2 = R2 

a b 

所围的区域；

(3) 『 ydxdy ，其中 D 是由直线 X = -2,y =0,y =2 ，以及曲线 x= －及了言了所围
D 

的区域；

(4) 尸dxdy其中 D 是由直线 x+y=2,x=0 及 y =0 所围的区域；
D 

(5) 』 (x +y)2 2dxdy ，其中闭区域 D=l(x,y) I !xi+ lrl,;;;;;ll; 
~l+(x-y) 

(6) ff 了了 dxdy，其中闭区域 D 是由曲线 y= J了了－ a(a >0) 和直线
D ✓4a2 -x2 -y2 

y = -x 所围成．

解

注

(I) 作变换｛ u ＝石，则『五，~=4uv，于是
v ＝石， y = v2, a (U, V) 

1-v f (fx +/i) dxdy= 』（ u +v)4uvdudv =8 L vdv f 记 du
D o o 

=+ J: [(l -v)3 -(1-v) 勹 dv=ii
。 15·

本题也可通过作变换 x = rcos4(} , y = rsin 4 (}来求解

(2) i) 作广义极坐标变换｛
x = arcos(} 

，则 a(x,y) 
= abr ，千是

y=brsin (}, /"a(r,8) 

』(~＋日 dxdy = ab I:" d(} (r3dr ＝千ab;
ii) 利用极坐标变换，得到

ff (三心 dxdy = 
D 

a b) J:”( a2 20 十宁） d(} I。R r3dr ='1T ( a`22)R4 

(3) ff ydxdy = ff ydxdy -
D - 2<ax<;O 

O,,;; y ,;2 

。

= {2 dx I: ydy - I; sin (}d(} fin 8 r2dr 

又

f
f

』
ydxdy 

. 卫
2

4 = 

oo dd oo 44 
nn .l.I ss 

F

工
2

工
2
0

ff 8_38_3 
-- 44 == 

(4) 作变换 u=x+y,v=~，则 x=
l l 

x+y"···· 2 一u(I + v),y = ~u(I - v) ，直接计算得
2 

a(x,y) ~ u = －一．
a(u,v) 2 

由 x~O,y~O,x + y~2 ，可得 O~u~2.-l~v~l ，于是
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由

:..::..! _. 1 r2 
』 e;Tydxdy ＝了{ udu f_1 e'dv = e -一．1 

: udu J 一1e'dv=e-~

(5) 作变换 u =x +y,v =x -y ，则
iJ(u,v),, iJ(x,y) _ 1 

= -2 
iJ(x,Y) 

= - iJ(x,y) - -•a(u,v) 2 ，于是

』 (x +y)2 2dxdy ＝上 fl u2du fl~ ＝卫
l + (x -y) 2 _ 1 ~ 1 1 ＋忒 6

D 

(6) 利用极坐标，得到

ff~dxdy= 
D ✓4a2 子－ y2 ＿于

Jo d0厂sm o r2 dr, 

。二

J ~dr= - f rd 压二了＝－ r 心了＋ J 心了dr
尸

以及

f r2 dr= 
2 4a2 一 (4a 2 - r) r 

歹 f 厂 dr = 4a2 arcsin 五－ f 压勹dr,
4a - r 

可得

J ~dr =2a2arcsin 上＿工 2
二 2a 2 

二＋C,

所以

』尸。矿－ 8 2 

D尽 f－于dxdy = 2a2 I (sin 0cos 0 - 0) d0 = ~a2. 
16 

5. 选取适当的坐标变换计算下列三重积分：

(I) j]J (x2 + y2 + /) dxdydz ，其中 0 为球 l (x,y,z) I x2 +y2 十扫 l } ; 
n 

2 

(2) 八1-4［气dxdydz ，其中 D 为椭球
a D C 

{(x,y,z) l~+f+~::::;l}; 

(3)J1Iz 左了了dxdydz ，其中 0 为柱面 y ＝心：二了及平面
n 

z=O,z=a(a>O) 和 y =0 所围的区域；

(4) 1lIzln(l +x2 +y2 五） dxdydz ，其中 0 为半球
n 

l + x2 + y2 + z2 

1 (x,y,z) I x2 +y2 +z2~1 ，泛 0 } ; 

(5) J1I (x + y +z)2dxdydz ，其中 0 为抛物面 x2 + y2 =2az 与球面
n 

x2 + y2 + z2 = 3a2 (a > 0) 所围的区域

(6) 1lI 口寸） dxdydz ，其中 n 为平面曲线『2 =2z ，绕 z 轴旋转一周形成的曲面
n X =0 
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与平面 z=8 所围的区域；

(7) 1lI ~dxdydz，其中闭区域 fl = I (x, y, z) I x2 + y2 + (z -
n ✓x +y2 +z2 

,y,z) | y (l) 2 < I } ; 

(8) 1lI (x + y - z) (x - y + z) (y + z - x) dxdydz，其中闭区域 fl= 1 (x,y,z) I O:s;;;x + 
n 

y-z:s;;;l,O:s;;x -y +z:s;;;l,O=s;;;y +z 一无 :s;;; 1 l. 
解 （ 1) 应用球面坐标，则

, ( x2 +y2 立） dxdydz = I:" d(}f。>in 中如 J: r4dr ＝气
(2) 应用广义球面坐标，则

1lf Jl”2 y2 z-2:" dfJ ( 
9 了了- 7dxdydz = abc r· d(J L sin cpdcp J。工冗2dr

I 

= 411"abc f 汀罕2dr,
。

令 r = sin t ，则

旷 J1 - ~½dxdydz = 4'Tl'abc f~ cos2tsin2tdt 
n 

于
=,rabc J: sin22tdt 

。

1. rf 
＝了,rabc J: (1 - cos 4t) dt 

。

1 = －矿abc.
4 

(3) 应用柱面坐标，则

川
工
2 2cos O 

z 心声dydz = f ~ d(J f。 r2dr (zdz ＝扣f~ cos3(Jd(J 

8 2 =—a. 
9 

(4) 应用柱面坐标，则

叽 zln(1 +x2+y2 +Z2) 
l +尤2 +y2 +z2 

扣dydz

= I:"d(J { rdr J尸 zln; 1十又了） dz
I 

＝千 J。 r[ ln22 - ln2 (1 + r2) ] dr 

千心－于{ ln2tdt = (In 2于长守
(5) 由于 0关于 yz 平面和 z无平面都对称，则

1II 兀yd兀dydz = 1lI yzd无dydz = 1lI吵dydz =0, 
0 0 0 
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千是

f (x + y + z) 2 dxdydz = f (x2 + y2 + z2) dxdydz, 

应用柱面坐标，就有

j]J (x + y +z)2dxdydz 

2T 丘。 石哀亏

= r· dO f。 rdr f启 (r2 + Z2) dz 

=2,r 广［；尽了－亡十上(3a2 - r予 －仁 rdr
2a 3 24a3] 

乒"2
=2'IT f [3a2 尽－—（3a2 - r2) + -~ -~ 3 2a 24a3]rdr 

4 
='IT[ 2（硕－ 1) a5- —(9汇 1) a5- —-—-8a6 16a8 

15 6a 96a3] 

108/3-97 _ _ 5 

= 30 加 ·

(6) 可得 0 由曲面 x2 + y2 =2z 与平面 z=8 所围，应用柱面坐标，则

厂 f4 8 4 1lI (x2 寸）中dydz = r· d(} Io r3dr I~ dz =2,r 户 8
1 024 ~ (x2 + y2) dxdydz = f ' dO { r3 dr f~ dz = 2,r { r3 (－了） dr ＝丁'IT.

(7) 应用球面坐标，则

叽三dxdydz = I:" d(} f sin 中如 f:COS 中 rdr

千 4
= 4,r I: sin <pCOS2中如＝－,r.

3 

(8) 作变换 u =x +y-z, v =x -y +z,w = y +z-x, 则
a< u ,v,w) 
a(x,y,z) 

a(x,y,z) 
a(u,v,w) 4' 

= －一所以

叽 (x + y - z) (x - y + z) (y + z - x) dxdydz 

= f uvw I~ I dudvdw ＝上 f: udu J: vdv I: wdw ＝上n· a (u,v,w) 4 。 32· 

= -4 ，于是

6. 求球面 x2 + y2 +z2 = R2和圆柱面 x2 + y2 = Rx(R > 0) 所陨立体的体积 ．

千 Rcos 8 

解 V =2 ff ff二亡了dxdy =4 d0 』F二了rdrfo f。
丑＋y石 Rx

占3f于 (1 - sin30)d(} ＝三知
3 。 9

7. 求抛物面 z =6 - x2 -y2与锥面 z= /了5了所围立体的体积．

解 联立两个曲面方程，解得交线所在的平面为 z=2 ，所围空间区域在 xy 平面的

投影区域为
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D:x2 +y2 已 ，

于是

V= 』（ 6 -x2 -l 一尸）扣dy = J:'" d0 J: (6 - r2 - r) rdr =尽
8. 求下列曲面所围空间区域的体积：

(1) (~+f+~f =ax(a,b,c>O); 

(2) 什叶）2 + (~f =l (a,b,c>O) 与三张平面 x=0,y=0,z=0 所围的在第一
卦限的立体

x = arsin cpcos (J, 

解 （ l) 作变量代换{y =brsm 中sm 0 ，则 O （ x,y,z) ＝ abcr2sm 中
z = crcos 中，

叭 r ，中， 0 ） 1
由千彦0 ，所以－卫<0<卫 ,O:,;; 中 :,;;'IT,0:,;;,:,;; (a2sin cpcos (J) 气于是

2 2 

工
I 

2 下 （吐sin 中cos O) 了

V = abc J 于 d0 (sin 中如 J。 r2 dr 

l 于
＝了"3bc f 千 cos 0d0 f。 si心如＝于矿be

x = arsin 中cos2 0, 

(2) 作变量代换{y =brsm 中SI心，则立＇中勹；： i ＝ abcr2sm 中 ,in 26 ，千是
z = crcos 中，

于
V = abc t sin 20d0 t sin 中如 J; r2dr ＝宁

9. 设一物体在空间的表示为由曲面 4/ = 25 (x2 + y2) 与平面 z=5 所围成的一立

体．其密度为 p(x,y,z) = x2 +y2 ，求此物体的质量．

解设物体的质量为 M，则

M = 1 p(x,y,z)dxdydz =('dB I: r3dr J~, dz =2,,. I: r3(5 －宁） dr = 8,,. 

10. 在一个形状为旋转抛物面 z = x2 + y2 的容器内，已经盛有 8,,. cm3 的水，现又倒

入 120'TT cm3 的水，问水面比原来升高多少厘米．

解 设容器盛有 81T cm3水时水面的高为 h ，则
压f:,r d0 f r(h - r2) dr = 8'J'T , 

1 即 h2 1 - --h2 
2 4 

=4 ，从而解得

h =4 (cm). 

又设容器盛有 128'J'T C矿水时水面的高为 H，则

I:" d0 f。顶 r(H-r2)dr=128,,.,
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1 1 
即－H2 -~H2 =64 ，从而解得

2 4 

H =16 (cm), 

所以水面比原来升高 12 cm. 

11. 求质量为 M 的均匀薄片{
兀2 +y2 <a2, 

对 z 轴上（ 0,0,c) (c >0) 点处的单位质
z=O 

量的质点的引力．

解 设薄片对单位质量的质点的引力为 F=(F, ,F1 ,FJ ， 由对称性， F. =F1 =0. 

在均匀薄片上点 (x,y,O) 的附近取一小块，其面积设为 du= dxdy，根据万有引力

定律，这小块微元对质点的引力为

dF=（一dxdy,~山dy,-~dxdr),
（冗2 +y2 +c了 (x2+y2+c2 尸 (x2 + y2 +C2)了 ) 

于是

dF, = - ~dxd y, 
(x2 + y2 + c2) 了

2,r 

F, = - ff ~dxdy= -Gpc I:" d0 
~ (x2 + y2 + c2) 了

f f “ rdr 
。。 (r2 + C2 ）令

= -21TGpc( ＋－｀了）＝－宁（ l －已开
其中 G 是万有引力常数，M 是均匀薄片的质量，p 是均匀薄片的密度．

12. 已知球体 x2+y2 +Z2<2Rz，在其上任一点的密度在数量上等于该点到原点距

离的平方，求球体的质量与质心．

解设球体的质量为 M，则

2 五千 2Rcos 中

M= 叽伈＋ y2 +Z2) 扣dydz = J:" d0 f。 sin cpdcp f。 r4 dr =甘式

设质心的坐标为（元了五），由对称性，X ＝了＝ 0. 由

皿
2,r 工 2Rcos ~ 

z( 尤 2 +y2 五） dxdydz = J:" d0 r sin cpcos cpdcp J:nco, ~ r5 dr ＝巠 6
n 

o o f。 3 1TR, 

得到

= -z 
叽z(x2 + y2 + z2) dxdydz 
n 

M 
, R 

5_4 
= 

所以质心坐标为（ 0,0 ，扣）·
13. 证明不等式

丘（平－4) ~ ff dxdy _ 1r 
<-. 

丑＋y乓 I ✓16 + sin2x + sin2y 4 

证首先有

ff dxdy <上卫
X2心 l ✓16 + sin2x + sin2Y 占占 l

ff 4 dxdy = 4. 
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另一方面，由 sin切 ,s; u2 ，得到

ff dxdy> ff dxdy 
斗占 1 ✓16 + sm2x + sin兮凸占1 ✓16 + x2 + y2 

= f2.. d0 fl rdr ＝丘（平－4).
。 。八卢

所以

丘（平－4 ） < ff dxdy<工
丑＋占 1 ✓16+ sin2x + sin2y 4 

14. 设一元函数f(u) 在[ - 1, 1] 上连续，证明：

『I xi +I rl,.; I f J(x + y) dxdy = / /(u) du. 

证 作变换 u=x+y,v=x-y ，则－ l:.;;u:.;;l, -1:.;;v,.;;1 ，变换的 Jacobi 行列式为

a(u,v),., a(x,y) . 1 
= -2 

a(x,y) = －一．a(x,y) -·a(u,v) 2 

于是

I 工 1 』I <1 f伈＋ y) 扣dy =』J(u) 11 仁＇，~ldudv
1 {I 

=½ f1 J(u)du f1 dv = f1 f(u)du 

15. 设一元函数J(u) 在[ - 1, 1] 上连续．证明：
I 

JjJ /(z) d兀dydz='ll'f f(u) ( l - u2) du, 
n -1 

其中 0 为单位球元2+y2+z2~1 .

证
l 

叽知） dxdydz = rl f(z) dz ff dxdy' 
n, 

其中 0;X2 +y2<1-z2 ，于是
I 

叽如） dxdydz= LJ(z)dz ff dxdy 
几

I I 

= 1r f-1 f(z) （ 1 子） dz = 1r f /Cu) (l - u2) du. 

16. 计算下列 n 重积分：

(I) f ✓~dx1dx2… dxn ，其中
n 

n = I (XI, X2,..., X n) I XI + X2 +... + X n ~ I. Xi :=!'0'i = l, 2' …, n } ; 

(2) f （式＋式＋…＋式） dx1妇·dx. ，其中 0 为 n 维球体
" 

j(x1, x2, · ··,x 九） 1 式＋ x; + · · · + x! ~ l I. 
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解

、
丿

、

丿

nn 
yx ', .. 

~
~
 

', 22 yx ', II 
yx (( aa 

则

, 

, 

, nnn 
xxx ++ .. 

~
~
 

++ 
33 xx~ ++~ 

22. 冗

X
.

+. 

. 

1· 兀
．

= __ 
___ 

1
2

几

yyy ,

`

` 

换代量变作、
丿

I ( 
= I' 从而

iJ(x1,x2,.. ·,x.) 
= l ，于是

iJ(y,,Y2,...,Y.) 

f 乒.--:-. + x.dx1 dx2 ···dx九
n 

= f /y;dy, dy2 … dy. 
n' 

= I: /y;dy,J:'dy2f dy3··· r-, dy. 

= （ n!l) ，［石dr1J:'dr2(dy3··· I:'-'y;-'dy, 

= 1 f1 ++n- 1 2 
(n-1)! 。

yl dyl = (n - 1) ! (2n + 1)" 

x1 = rcos cp1, 

冗2 = rsin cp I cos 中2'

(2) 作球面坐标变换'
无3 = rsin 中 1sin 中2COS 中3'

xn 一 1 = rsin 中 1sin 中2 … sin 中n-zCOS 中 n- 1, 

xn = rsin 中 1 sin 中2 … sin <p n _ 2 sin 中 n - 1, 

它把 0 变为

O = ｛（ r ， 'P1' …平－2 ， <p._1) jO:s;;;,:s;;;I,O:s;;;'Pi:s;;;,r(i=l,2, …, n -2) ，0鱼Pn-1 生1TI.

它的 Jacobi 行列式为

O (X l, X2, "', X n) 
J= 

n-1, n-2 • n-3 
=,.-,sin 中 1 sin 中200·sin 中n-2,

a (r' 中 I'•"' 中 n - I) 

千是

J (x~ + x; +…＋式） dx1dx2 … dx几
n 

= I; rn+1dr I: smn 2 中 Id中 1 f。: sin2 中. -3 d中 n 3f: sm 中 n 2d中 n 2f2下 d中 n - I 
。

勹由于当 k 为正整数时， f sin'-1<p如＝ 2f于 sin• - 1 <p扣，利用 Wallis 公式，
0 JO 

(2m-l) ！！卫

f 于 (2m) ! ! 2' 
o smn中如＝ { (2m) ! ! 

(2m+l)!!' 

n=2m, 

n =2m + 1, 

千是得到
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, 
、
丿

, )3 l+ +m 

2 ( 

mm (T 
m 

. 

I 

T,·+

! 、
丿

、
丿

m

1 

12 mm 

2 

( 

( 

，
｀
』

__ 
n 

x d . . . 2 x d 
I 

x d 
、
丿

2n x + . . + 
22 x + 

21 x ( Jn n =2m, 

n = 2m + 1. 

§4 反常重积分

1. 讨论下列反常重积分的敛散性：

(1) ff dxdy 

炉
(l + | x | P) ( l + | y | q) ; 

(2) ff<p (x,y) 

D 
(1 +x2 + y2) 

2'Pdxdy,D=1(x,y) IO勺<l }，而且 O<m~I<p （ x,y) I ~M(m,M 

为常数）；

(3) ff <p （ ~dxdy，其中 <p(x,y) 满足与上题同样的条件；
,2 +y乓 l

(1 - x - y) P 

(4) ff dxdy ; 
[O. a) x[O,a) 

IX - y Ip 

(5) Jlf 2 dxd:dz 
兀2.,2.,2,;1

(x + y + z2) 旷

解 （ 1) 由于

ff dxdy = A dx 8 dy 
lx1 <A Iyl 3 (1 + | x I P) ( 1 + I y | q) f-A 1 + I x I p f-B 1 + I y | q, 

当 A,B 都趋千正无穷大时，等式右端的积分当且仅当 p > 1 且 q > 1 时收敛，所以原积

分当 p > 1 且 q > 1 时收敛，而在其他情况下发散

(2) 由于

m < 1 <p (x,y) I M 
2 2 p 2 2 p < (1 + x2 + y2) P ~ (1 + x2 + y2) P ~ (1 + x2 + y2) P • 

l l l l 而积分 ff~dxdy 当 p>一时收敛，当 p~一时发散，所以原积分当 p >—时
D (1 +X2 + y) 2 2 2 

1 
收敛，当 p~—时发散．

2 

(3) 由于

m l <p (x,y) I _ M 
(l -x2 子） P < ( l - x2 - y2)P < (l - x2 - y2)P' 

而

ff (l - x} -y2)pdxdy = f2T d0 fl rdr = - 'TT l d(l - r2) 
p2 冬元2"扫 I

O p (1 - r2) p fp (1 - r2) p, 

当 p-------->O 时，等式右端的积分当 p < 1 时收敛，当 p>1 时发散，所以原积分当p<1 时收
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敛，当 p习时发散

(4) [O,a] x [O,a] =D, UD2 ，其中

Dl = { ( x,y) l O幻~x~al,D2 = \ (x,y) \O~x~y~a\. 

则

『 dxdy p =『 dxdy +『 dxdy
\ X -y I 

D1 
(x - y) P D2 (y - x) P 

[ O. a] x ( O,a] 

= fa dy f“ 三＋ f“dx fa dy 
o y (x - y) P o x (y - x) p, 

可知当 p < l 时积分收敛，当 p~l 时积分发散．

(5) 利用球面坐标，得到

皿 2dxd:dz 1 dr 
(x + y + Z2)p = 4'1T JP尸

p乓丑＋y2+z乓 l

3 3 
当 p-+O 时，右边的积分当且仅当 2p -2<] 即 p ＜一时收敛，所以原积分当p<—时收

2 2 

3 
敛，当 p~—时发散．

2 

2. 计算下列反常重积分：

(1) 』赞，其中 D = I (x, y) I xy习，彦 l }，且 p>q>l;

(2) 『 e -（归）dxdy;
户户 l

(3) 叽 e - （丑＋产＋ z2) dxdydz. 

R3 

解 (1) 『赞＝厂沪J:;dy 

1 r•® 1 1 
=—- J 丁了dx = q - l l x(p-q) ( q - l) . 

(2) 作广义极坐标变换 x = arcos (}, y = brsin (}，则

『 e -(归）dxdy = ab 『 e -,'rdrd8 = ab I:" d(} r= e - ,\dr =已
兮沪 I 中

(3) l e”“2 +R) dxdydz = f 十： e - •'dx J 十： e-''dy J 十： e z2dz 

= (r: e - "2 dx f =产
3. 设 D 是由第一象限内的抛物线 y = x2 ，圆周 x2 + y2 = 1 以及 x 轴所围的平面区

域，证明』平也了收敛．
x- + y 

证取 r>O 充分小，设 D, = l (x,y) I O,;s;y,;;;;x2,O,;s;x,;;;;rf,x。是抛物线y =x2 与圆

周 x2 + y2 = 1 交点的横坐标，则
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』凭丁叫：气 (dx f。厂了心

= f“arctan xdx + f:0 dx f尸＃气，
X J x0 Jo X- + y 

尤0 arctan x dxdy 
由于limf dx 存在，所以lim 』了一飞存在，即反常积分 扣dy

,-OJ, X,-oirnx-+y 
, DID, ` ＋ y2 收敛．

4. 判别反常重积分

l = ff dxdy 
U2 (I + x2) (1 + y2) 

是否收敛．如果收敛，求其值

所以

解因为 I十：汁臼十：且勹收敛，所以 I= ［（ l+x飞飞寸）收敛，并且

l =『 !xdy 2 = f+° dx 2 f十。少二＝矿
~2 (I +x') (1 +y') J _~ I +x'1-~ 1 +y 2 

5. 设 F(t) = ff e 舌dxdy ，求 F'(t).
O,s;; 父 <1

O<y<, 

解当 t>O 时，令 {x =tu ，则 a （ x,y) 寸，千是
y = tv, a(u,v) 

F(t) =t2 ff e 令dudv,
o,. "" I o,.,,. I 

『
一上．

“2 
F'(t) =2t II e. dudv = 

2F(t) 
t 

O<au,s;l 
o,a,,s;I 

. 

当 t=O 时， F(O) =0 ，易得

F'(O) 
F(t) - F(O) 

= lim ~ = 0. 
，一0 + t 

6. 设函数f(x) 在 [O,a] 上连续，证明

』 j(y) dxdy='IT 『如） dx
。叶”<a ✓(a - x) (x - y) 。

证由千

『 ~dxdy= J:f(y)dyr~dx, 
O叶卢这 a ✓(a - x) (x- y) 。 r ✓(a - x) (x - y) 

a 

在积分 J 1 dx 中，令 x = ycos2 t + asin2 t, 则 dx = (a - y) sin 2tdt, 且当
y ✓(a -x) ( x -y) 

x:y---+a 时， t :o-f ，千是

fa 1 千心＝ 2dt =,r, y 尽了了汀 l。



所以

ff 阳） dxdy = 1T 『如） dx.
。叶”<a ✓(a －兀） ( x - y) 。

2. 2 
7. 计算积分 I e -, •;.兀2+ ＋叶） d吓压…d丸·

Rn 

解 I e 一 (4分＋丑）归吐 ···d凡
Rn 

= I 十： e -•i dx, f 十： e 沁 J十： e 文；也 ＝ 1T令

§5 微分形式

I. 计算下列外积：

(I) (xdx +7idy) /\ (ydx -xdy +6dz); 

(2) (cos ydx + cos xdy) /\ (sin ydx - sin xdy) ; 

(3) (6dx I\ dy + 27 dx /\dz) /\ (dx + dy +dz). 

解 (I) { xdx + 7 z2 dy) /\ { ydx - xdy + 6dz) 

= - (x2 + 7 yz2) dx /\ dy + 42z2 dy /\ dz - 6xdz I\ dx. 

(2) (cos ydx + cos xdy) /\ (sin ydx - sin xdy) 

= -sin{x +y)dx/\dy. 

(3) (6dx I\ dy +27dx /\dz)/\ (dx + dy + dz) 

= - 2 I dx /\ dy /\ dz. 

2. 设

w =a。 +a, dx, + a2dx1 /\ dx3 + a3dx2 /\ dx3 /\ dx4, 

§5 微分形式 Ill

TJ = b,dx, I\ dx2 + b2dx1 I\ dx3 + b3dx, I\ dx2 /\ dx3 + b4dx2 I\ dx3 /\ dx4. 

求 o +n 和 w (\ T/· 

解 w+71=a。 +a, dx, + b, dx1 /\ dx2 + (a2 + b2) dx, /\ dx3 + 

b3 dx1 /\ dx2 /\ dx3 + (a3 + b4) dx2 /\ dx3 /\ dx4; 

3. 求

“A n= a。 bldxl A dx2 + a。 b2dx1 /\ dx3 + a。 b3 dx1 /\ dx2 /\ dx3 + 

a。九 dx2 /\dx3 /\dx4 +a,b4d无 1 /\ dx2 /\ dx3 /\ dx4. 

w = x1 dx1 /\ dx2 + x3 dx2 /\ dx3 + (1 ＋寸） dx1 /\ dx3 + x;dx3 /\ dx, + 

匡飞）dx2 /\ dx1 /\ dx3 －式 d巧/\ dx2 

的标准形式

解

Q=x1位 A吐＋也 A 此＋（式＋尤3) 山：2A 山；3 －（式＋式）也 I\ dx2 I\ 山勺·

4. 证明外积满足分配律和结合律．
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证 由外积的线性性质，只需对 o,n,6 分别是 p －形式 、 q －形式和 r －形式的情

形证明即可

得到

得到

所以

设 w = ~ f1 (x) dx,, TJ = ~ g 1 (x) dx 1,(T = ;从(x) dxx ，则

((JJ 十 T/)(\u =(~沪） dx1 ＋笘 gJ(x)dxj) (\4 hK(x) dxK 

= 2 f1(x)h K (x) dx 1 /\ dx K 十 I gj(x) 从 (x) dx 1(\dxK 
l,K J,K 

=(JJ (\u + T/(\u. 

6(\ ((JJ + 71) = 4 伈 (x) dxK(\(~ J1(x)dx1 + ~庄)d幻）

= I 伈 (x)fi(x)dxK(\dx1 + L hK(x)g1(x)dxK(\dxj 
K,l K,J 

=u(\(JJ 十。 (\n

((JJ(\T/)(\u = (L Ji(x) g 1 (x) dx 1(\dxl) (\L hK(x) dxK 
I,J K 

= L fi(x)gJ(x) 从 (x) dx1(\dxJ (\dxK 
l,J,K 

= (4 f,(x)dx,) I\ (~ gi(x) 伈（ x) dx, /\ dx K) 

=Q I\ (n I\6) . 

5. 写出微分形式 dx I\ dy /\ dz 在下列变换下的表达式：

(1) 柱面坐标变换

x = rcos fJ, y = rsin fJ, z = z; 

(2) 球面坐标变换

解（ 1) 由

(2) 由

x = rsin 中COS{) ， y = rsin cpsin{) ,z = rcos 中·

dx = cos Odr - rsin 0d0, dy = sin Odr + rcos 0d0, dz = dz, 

dx I\ dy /\ dz = rdr /\ d0 I\ dz. 

dx = sin 中cos Odr + rcos 中cos fJ如－ rsin 中sin Od0, 

dy = sin 峦sin Odr + rcos 中sin fJd({J + rsin 中cos OdfJ, 

dz = cos cpdr - rsin 中如，

dx Ady A dz= r2sin 中dr Ad中 Ado.

6. 设 wi = L a{dx,(j = 1,2, …， n) 为 Rn上的 1 －形式，证明
'= 1 

W1/\"2 /\… /\wn = det(a~) dx1/\dx2/\ … /\dx矿

证由于

X, /\ x) = - 3 /\X; (i,j = 1, 2, …, n) ,x, /\x,=0 (i=l,2, … ,n)' 



§ 5 微分形式 I ll

Q1/\ 。2 /\…/\ Qn :::: 

n I a,＼吐 ···a:.dx,1/\dx,2/\ ... I\ dx.n 
, l ·,2 • · · ·, in = 1 

= 
几

v 
n 

i < 2 

n2< 
i < I ·̀ w I 

(- 1)(T吐吐…a:ndx1 /\dx2/\ …/\ dxn 

= det(a~) dx1/\dx2/\ …/\ dxn, 

其中 6 是排列 (ii'i2, …心）的逆序数．
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第十四章 1
曲线积分、曲面积分与场论

§1 第一类曲线积分与第一类曲面积分

1. 求下列第一类曲线积分：

(1) J (x + y) ds ，其中 L 是以 0(0,0),A(l,O),B(O,l) 为顶点的三角形；
L 

(2) f I y Ids ，其中 L 为单位圆周 x2 + y2 = 1; 
L 

(3) f lxl+ds ，其中 L 为星形线 x++yi-=a+;
L 

(4) f Ix Ids ，其中 L 为双纽线 (x2 寸） 2 子－ y气
L 

(5) f (x2 + y2 + z2) ds, L 为一段螺旋线 x=acos t,y=asin t,z=bt,O~尽 2'lT ；
L 

2 匡 l
(6) J xyzds ，其中 L 为曲线 x = t,y = T,z = Tt2上相应于 t 从 0 变到 1 的一

L 3 2 

段弧；

(7) J (xy + yz + zx) ds ，其中 L 为球面 x2 +y2 +z2 =a2和平面 x+y+z=O 的交线

解 (1) { (x + y) ds = L (x + y) ds + L (x + y) ds + L (x + y) ds 
OA AB 80 

= Jo xdx+J0 杠dx + I: ydy = 1 + ji. 
2,r 

(2) { I y I ds = J。 |sin t I dt =4. 

(3) 令 x = acos3t,Y = asin3t ，则 ds = 3 a I sin tcos t I dt ，于是

[ I x I + ds = 3a TI:,r |sin tcos2t I dt = 12aT J~ sin tcos2tdt =4aT. 

(4) 将 L 表示为参数方程｛ x = /cos2ocos O, 
再利用对称性，就有

y = /cos2osin O, 
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所以

§ 1 第一类曲线积分与第一类曲面积分 Ill

f 
于于

[ Ix Ids =4 J。二cos()~d() ＝ 4f。 cos 8d() =2/i. 

注 本题也可利用 L 的极坐标方程 r2 = cos 2() ，得到

f 
于于

[ Ix Ids =4 J。 rcos() 汇了d() =4 (cos 8d() ＝ 2 迈．
。

(5) f (x2 + y2 + z2) ds 
L 

= J:" (a2 + b宁）心了dt ＝红（ 3a2 +4矿矿）了了
。 3

(6) J xyzds = /{- J~ t手 /1+2t+7dt ＝归
3 。 143

L 

(7) 因为在 L 上成立

1 xy + yz + zx = ~ [ (x + y + z) 2 一 (x2 + y2 + z2) ], 
2 

a2 I (xy + yz + zx) ds =－了！ ds = -'1T矿．

2. 求椭圆周 x = acos t,y = bsin t,0 ~尽红的质量，已知曲线在点 M(x,y) 处的线

密度是 p(x,r) = lrl-

解 质量 m = J pds = b J:" I sin t I 心石沁＋ b2cos2tdt 

= 2b I。,r sm t f。三tdt
2b2 + 

= 4a2, 

2b2 + 

2a2b 石
arcsin 
石 a'

2a2b Lb+~ 
ln 

几亡了－ a ' 

当 a> b 时，

当 a= b 时，

当 a <b 时．

3. 求下列曲面的面积：

(1) z = axy 包含在圆柱面 x2 +y2 =a2(a >0) 内的部分；

1 
(2) 锥面 x2 +y2 =—z2(z~O) 被平面 x + y + z = 2a (a > 0) 所截的部分；

3 

(3) 球面 x2 + y2 +z2 = a2包含在锥面z=R了了内的部分；
(4) 圆柱面 x2 + y2 = a2被两平面 x +z =0,x -z =O(x >0,y >0) 所截部分；

(5) 抛物面元2 + y2 = 2az 包含在柱面（无2+y千＝ 2a2xy(a>0) 内的那部分；

尤＝ ( b + acos(J ） cos 中，

(6) 环面{y =( b +acos (J ） sm({) ， 0<斥2w,O吁玉，其中 0 <a <b. 

z = asin(J , 

解 (l)A = ff ✓1 ＋矿（ x2 寸） dxdy
D 
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I ll 第十四章 曲线积分、曲面积分与场论

= I:寸 d0 I:~了rdr＝红（三－ 1).
3a2 

(2) 联立锥面与平面方程，消去 z，得到

x2 + y2 -xy +2a(x + y) =2a2, 

这是所截的部分在 xy 平面上投影区域的边界，它是个椭圆．记

D= j (x,y) / (x2 -xy+y2) +2a(x+y) 也a2 I, 
X = U +V 

再令｛ ＇则区域 D 与区域
y=u-v, 

D'= j (u,v) / (u +2a)2 +3v2 郅a2 f 

对应，且
a(x,y) 

= -2 
a(u,v) 

，千是所截部分的面积为

A=『二dxdy = ff 2dxdy = ff 4dudv = 8年a2
D 

(3) 这部分球面在 xy 平面上的投影区域为 D={(x,y) /x2+y2:s;; 告}，于是

A = ff三dxdy= ff~ 
D ✓矿－ x2 -y 

r-dxdy 

2,, 

= J:" d0 J万 a rdr= (2- 2'TI'矿．
。。尸

Ii) 

(4) 圆柱面方程可写成 y = J？亡了，区域 D = j (z,x) / -x:s;;z:s;;x,O:s;;x:s;;af, 

于是

可得

所以

A=』三dzdx= 』;了dzdx = J严 I'％ ；了dz =2a2 

(5) 方程 (x2 +y2 尸＝ 2a2xy 可化为极坐标方程 r2 = a2sin 2(J ，于是

(6) 由

A =2 ff 五言了dxdy = 2 ff 
D D 

2 rf.. r•石
= - f d0 f5了rdr

a 。。

占2f千［（ sin(} + cos(})3 - 1] d(} 
3 。

1 =-( 2O - 3'lT ） a气
9 

叶＝－ asin()cos 中， y; = - asin ()sin <p,z; = acos() , 

式＝ -( b + acos())sin 中心＝（ b + acos())cos'P, z ~ = 0, 

E = a2, G = (b + acos 8) 2, F = 0, 



§ I 第一类曲线积分与第一类曲面积分 i lI

21T 21T 
A= ff 压启瓦()d中＝ ［如 J:" a(b +acos()) d() ＝ 4矿 ab.

D o o 

4. 求下列第一类曲面积分：

(1) ff (X + y + z) dS ，其中 2 是左半球面 x2 +y2 +i =a2,y~O; 
2 

(2) ff (x2 寸） dS ，其中 2 是区域 l(x,y,z) I 石言了至这 1 I 的边界；
2 

(3) ff (xy + yz + zx) dS ，其中 2 是锥面 z= Jx言了被柱面 x2 + y2 = 2ax 所截部分；
2 

(4) ff ~dS，其中 2 是圆柱面 x2 十 f ＝矿介千平面 z=O 与 z = H 之间的
~ x- + y- + z 

部分；

(5) ff(子于开S，其中 I 是球面 x2 + r2 +z2 = a气
2 

(6) ff (x3 寸口） dS ，其中 2 是抛物面 2z = x2 + y2 介于平面 z=O 与z=8之间的
x 

部分；

(7) ff zdS ，其中 I 是螺旋面 X = UCO$ V, y = usin V, Z = V, 0 ~ U ~ a, 0 ~飞压的一
2 

部分

解 （ 1) 由对称性，

ff (x + r + z) dS = ff ydS = - ff 心二亡: a 2 dzdx 
~ ';' 1 ' £, ✓矿－ x2 - z 

3 = - 1ra. 

(2) 设 .r, :z = ;-,.了了了，工： z = 1 (x2 + y2 ~ 1) ，则

§ (x2 寸） dS= 』 (x2 +y2)dS+ 』 (x2 + y2) dS 
I I, I2 

2,r 

= (1 忑） ［叫； r3小＝罕'1T

(3) 』釭y +yz ＋江） dS = ff 压＋ （无＋ y）贯了］及扣dy
斗y

于勺 (sin (Jcos 0 + cos 0 + sin (J) d0 J:aco, 0 r3 dr 
号

=4/ia4J 
于 5 64 
于 cos5 (}d(} ＝百扂．

(4) 设 21 :x = J丁言气戈：X = - Jc了言了(O~z~H) ，则

』~dS = ff ~dS + ff, ~dS 

=2 『寻 ~dydz
{, a· + z 心
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Ill 第十四章 曲线积分、曲面积分与场论

=2「~ r. ~dy = 2,r arctan 且
0 a'+ z'} -a ;;;,亡了 a 

(5) 由对称性，有 ff x2dS = ff y2dS = ff z2dS ，又由于
2 2 2 

』 (x2 + y2 + z2) dS = g 矿 dS =4'IT矿，
2 

所以

』（号＋f+沪悍x2dS ＝辈五
(6) 由对称性，有』 x3 dS = 0, 』 y2 dS= ；』 (x2 + y2) dS，再由』 zdS = 

令ff”2 + y2)dS ，得到
2 

千是

ff (x3 + y2 + z) dS = ff (x2 + y2) 汀了了了山dy
2 2” 
2..4 ~-,4 _ 3 _ I 

= 1:· d(JI。汀了r3dr ='IT I。[（ 1 + f)+ - ( 1+ r2) 叮 d(l + r2) 

1 564 平＋4
= 15'IT. 

(7) 由斗＝ cos v,r: =sin v,Z: =0,X: = -usin v,r: =ucos v,z: =1 ，得到

E=l,G=l +u2,F=O. 

』 zdS= 』 V卢dudv = f。 vdvJ: ~du 

＝矿 [a Ji了了＋ ln(a+ 卢） ]. 

5. 设球面 2 的半径为 R ，球心在球面无2+y2 +Z2 =a2上．问当 R 为何值时，2 在球

面兀2+y2 +z2=a2 内部的面积最大？并求该最大面积．

解 不妨设 2 的球心坐标为 (0,0,a) ，于是 2 在球面元2 + y2 + z2 = a2 内部的曲面

方程为

z =a - ✓~). 

将此方程与球面方程 x2 +y2 +z三矿联立，解得 z=
2a2 -R2 

2a 
，这样，2 在球面 x2 +y2 +Z2 = 

矿内部的部分在 Oxy 平面上的投影为

D={(x,y) I 元2 寸吓－臼
从而面积为

S(R) = ff三扣dy = ff 
R 

D D ✓R2 一无2 - y 
2 扣dy

五 R”RR
= fo d(}f。对rdr = 21rR2 (1 －司



对 S(R) 求导，得

§ I 第一类曲线积分与第一类曲面积分 Ill

S'(R) ＝卫(4aR -3R2), 
a 

4 4 4 令 S'(R)=O ，得到 R ＝了a．由千 S”( 了a)= -4,r <0 ，所以当 R =—a 时，面积最大面
3 

积最大值为

s 32 2 

max ==,ra. 
27 

1 
6. 求密度为 p(x,y) =z 的抛物面壳 z ＝一（ x2 + y2),0 ~z~ 1 的质量与质心．

2 

解质量 M= 』 p(x,y)dS =½ f (x2 寸）八了了了了dxdy
斗r

=+ f“d(J厂 r3 汀了dr ＝卫（ r2 汀了dr2
2 。

12/f +2 
= 15 1T· 

设质心坐标为（元了，z) ，由对称性，正＝ 0 ，了＝ 0.

』 zp(x,y) dS=+ l (x2 寸） 2二dxdy
xxy 

叶f2丁 d(Jf勹汀了dr＝卫勹五了dr2,
4 L 

作代换 t=/1石了，得到
打

』 zp(x,y) dS ＝卫 f 2(t2 - l) 宁 dt = 
66/f -4 

1T' 4 1 105 

于是

ff zp (x, y) dS 
596 -45 /f 

z = M = 749' 

所以质心为(0,0, 596 -455. 
749) 

7. 求均匀球面（半径是 a ，密度是 1) 对不在该球面上的质点（质量为 1) 的引力．

解 设球面方程为 x2 + y2 + z2 = a气质点的坐标为 (O,O,b) (O~b¥a) ．在球面上

(x,Y,z) 处取一微元，面积为 dS，它对质点的引力为

dF= 
GdS 

x2 + y2 + (z - b) 2. 

由对称性，F允 ＝ F, =0, 

F, =『 G(z -b) 3 dS. 
~ [ x2 + y2 + (z - b) 2] 了

x = asin cpcos(J , 

叶＝asin cpsin (J，得到压歹五,in• ，于是
z = acos cp, 
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F 2 = f2下 d0 f下 G(acos <p - b)a2sm <p 
了
3 d<p , 

。。 (a2 + b2 - 2abcos <p) 

在上述积分中，再令 t= ✓a2 +b2 -2abcos <p ，得到

邧a {a+b 矿－ a2 + t2 
b <a, 0, 

F , = 一了 II a -b1 t2 dt= { ＿卢
b 
~. b>a , 

所以当 b<a 时，引力 F=(0,0,0) ；当 b>a 时，引力 F=(o,o, －生笠勹
8. 设 u （元， y,z) 为连续函数，它在 M(xo,Yo,Z。)处有连续的二阶偏导数．记 2 为以

M 点为中心，半径为 R 的球面，以及

1 T(R) ＝五』 u(x, y ,z)dS.

(])证明： limT(R) =u(x0,y0,z。) ; 
R气。

(2) 若卢主分） I (xo,ro,'ol ¥,.Q ，求当 R-O 时无穷小量 T(R) -u(x0,y0,z。 )
(父o,ro,'ol

的主要部分

解 (1) 由于 u(x,y,z) 在 M (Xo'Yo'z。)处连续，所以 Vs>0,38>0, 当

✓(x -X。 )2 + ( y -y。丫＋ ( z － Z。尸 <8 时，成立

I u(x,y,z) -u(x。 ,Yo,z。) | < 8 

千是当 R= ✓(x -X。尸 ＋ （ y － y。 )2 + ( z -Z。广 <8 时，

所以成立

I上』 u(x,y,z) dS - u(x0,Yo,z。)
41TR2 "I 

飞扫ff lu(x,y,z) -u(x0,y。 ,z。) |dS <s, 
2 

limT(R) =u(x0, y0, z。)．
R一0

X =X。 +Rg,

(2) 令{y=y。 +R刀，则
z =z。 +R(,

T(R) =-}; ff. u(X。 +Rg,y。 +RTJ,z。 +R?)dS,

其中 :r· = I (g,TJ,?> It ＋矿＋ (2 =I} ． 利用对称性，有

ff gdS = ff TJdS = ff (dS = 0, 
工· 2 • 2· 

ff 切dS = ff 11?dS = ff ?tdS = 0, 
2 • 2 • z • 

』矿dS = ff. 矿 dS = ff. t2dS=+ 』（矿＋矿＋ t2)dS= 土'1l'
2 • 2. 3 



§ I 第一类曲线积分与第一类曲面积分 I ll

由千

T'(R) ＝亡！ ［§吐＋ n叫＋妇］ dS,

T"(R) =上［飞u'无，兀＋心＇；y +户＇，:, +2（年':y +钜＇；，＋ 71(u;,) ] dS, 

以 R =0 代人，得到

T'(O) =0, 

T'(O) ＝平（红红勹r(~+$+~)1 （元。，配o).
由 Taylor 公式，即知当 R-O 时，无穷小量 T (R) - u (x0, y O, z。)的主要部分为

R2 扩 u 扩 u 矿 u

九了了习 IG。 yozo)
2 2 

9. 设 2 为上半椭球面工＋ ~+z2=1(z;;,:0),1r 为 2 在点 P(x,y,z) 处的切平面，
2 2 

p(x,y,z) 为原点 0(0,0,0) 到平面 1T 的距离，求 ff~dS.
~ p(x,y,z) 

X2 2 
解 因为椭球面一＋上 2 2. 2 +i = 1 在 P(x,y,z) 点的法向量为 n = (x,y,2z) ，所以切

平面 1T 的方程为

xX + y Y + 2zZ = 2, 

从而原点到 1T 的距离为

2 
p(x,y,z) = 

✓X2 + y2 +4z2. 

令｛：二：二(),，则]了言巨丘飞工忑中，由
z = cos 中，

式＝疫~os cpcos fJ ，让＝/icos cpsin fJ,z~ = - sin cp, 

斗＝ －拉sin 中sin fJ ，沾＝疫sin <pcos fJ,z~ = 0, 

得到

尸＝sin 中心sin2 中＋ 4cos2 中，

由此得到

仁~dS= I:"'dB f cos 中sin 中 (sin2 中＋ 2co心）如＝扣

注 本题也可由 I:z ＝上心－ x2 -y2投影到 xy 平面上来计算得到
互

『 z dS ＝上 3
2 

p(x,y,z) 4 』~ (4 - x2 子） dxdy ＝了·

10. 设 2 是单位球面 x2 +y2 +z2 =l．证明
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ff J(ax + by + cz) dS = 271'f /(u ✓~)du, f_1 

其中 a,b,c 为不全为零的常数，f(u) 是 I u I~ ✓矿＋ b2 +c2上的一元连续函数．

证 将 xyz 坐标系保持原点不动旋转成无'y'z' 坐标系，使 z' 轴上的单位向量为

1 

✓a2 +b2 +C2 
(a,b,c) ，由于旋转变换是正交变换，保持度量不变，所以球面 2 上的面积

元 dS 也不变．设球面 2 上一点（元， y,z) 的新坐标为（无',y''z') ，则 a元＋ by+ CZ= 

✓矿＋ b2 +c甘，千是

ff f(a兀＋ by + CZ) dS = ff J(p言三言）dS.

下面计算这一曲面积分．令球面 2 的参数方程为

x'= sin 中cos 0,y'= sin 中sin 0, z'= cos 中，

则

几元了r=sin 中，
所以

ff [ f(ax + by + cz) dS = {" d0 {'f（三COS 中） sin 中如

=2'IT I1 f(u m了了）du.
11. 设有一高度为 h(t)(t 为时间）的雪堆在融化过程中，其侧面满足方程（设长度

单位为 cm ，时间单位为 h)

z=h(t)-
2(x2 + y勹

h(t). 

已知体积减少的速率与侧面积成正比（比例系数 0.9) ．问高度为 130 cm 的雪堆全部

融化需多少时间？

解雪堆的体积为

V(t) =』 (h(t) -~（言尸）dxdy = I:" d0厂 (h(t) 一点）rdr ＝于矿 (t)'
雪堆的侧面积为

由

S(t) =』三dxdy ＝点』次（ t ） ＋ 16(x2 寸） dxdy

咕f："d0尸 m尸矿rdr ＝彗矿 (t)
12 

dV 9 13 
—= －－S(t) ，得到 h'(t) =－—，注意到 h(O) = 130 (cm) ，得到
dt 10 10 

13 
h(t) = 130 －一t10. 

因为当雪堆全部融化即 h(t)=O 时，有 t=lOO (h) ，所以雪堆全部融化需100 小时．
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§2 第二类曲线积分与第二类曲面积分

1. 求下列第二类曲线积分：

(I) J (x2 寸） dx + (x2 寸） dy，其中 L 是以 A(l,O),B(2,0),C(2,1),D(l,1) 为
L 

顶点的正方形，方向为逆时针方向；

(2) J (x2 - 2xy) dx + (y2 - 2xy) dy ，其中 L 是抛物线的一段： y : X2, - 1 :,;; X:,;;; 1 ，方
L 

向由(- 1, 1) 到 (1, 1): 

(3) f (x +y)dx - (x -y)dy 
2. 2 

，其中 L 是圆周元2 寸＝ a2 ，方向为逆时针方向；
x- + y 

(4) f yd无一 xdy +（无2 寸） dz ，其中 L 是曲线 x = e',y = e - ,, z = a',0 ~ t ~ 1 ，方向由

(e,e-1,a) 到 (1,1,l);

(5) f xdx + ydy + (x + y - 1) dz ，其中 L 是从点 (1, 1, 1) 到点 (2,3,4) 的直线段；

2 2. 2 
(6) f yd元十 zdy + xdz ，其中 L 为曲线 {x +y +z =2az ，若从 z 轴的正向看去，L 的

x+z=a(a>O), 

方向为逆时针方向；

冗2+y2+z2=1,

(7) J (y - z) dx + (z - x) dy + (x - y) dz, L 为圆周
{y=xtana(0 <a ＜千），若从 x

轴的正向看去，这个圆周的方向为逆时针方向

解 (1) I 口寸）dx +（无2 寸） dy

= {J + J + J + J} （ x2 寸） dx + (x2 了） dy
AB BC CD DA 

2 

= J:X2 dx + I: (4 - y2) dy + I: (x2 + I) dx + f (I 了） dy =2 

(2) I (x2 -2xy)dx+(y2-2xy)dy= r. [(x2 -2x3) +(x4 -2x3) 2x]dx 

= J1 (x2 玉） dx = 
14 
一．

-1 1 5 

(3) J ~ 2 2 

L 
x +y 

= J:" [ (cos t + sin t) (- sin t) - (cos t - sin t) cos t] dt = - 21r. 
。

169 



170 

Ill 第十匹章 曲线积分 、 曲面积分与场论

(4) I= f ydx - xdy + (x2 + y2) dz= { [ 2 + (e2'+ e -2') a'ln a] dt. 

当 a= e2 时， I = r (4 + 2e ••) dt =－上(7 +e4); 
2 

当 a = e - 2 时， I= I: 2e-4'dt ＝上（ l － e-4) ; 
2 

当 a'F e2且 a'Fe-2 时，

I = - 2 + ln a f [ (ae2)'+ (ae -2)'] dt = - 2 + (~ + ~} ln a 
ln a +2 ln a -2) 

(5) I xdx + ydy + (x + y - I) dz = J。 [1 +t+2(1 +2t) +3(1 +3t)]dt=13. 

(6) 由曲线积分的定义，以 z=a-x 代入积分，得到

J ydx + zdy + xdz = f (y - x) dx + (a - x) dy, 』
其中 L"为 L 在 xy 平面上的投影曲线（椭圆） 2x2 + y2 = a2 ，取逆时针方向

I 
令 x = ---;::.acos t,y = asin t, t :0---->211' ，则

及

J ydx +zdy +xdz 

= a2 (" [ (sin t －贞cos t)(- 7isin t) + (1 －贞cos t) cos t] d t 

= －拉石矿．

(7) 由曲线积分的定义，以 y = xtan a 代入积分，得到

[ (y - z) dx + (z - x) dy + (x - y) dz = (1 - tan a) f xdz - zdx, 

其中 L"为 L 在 zx 平面上的投影曲线（椭圆） z2 +x2sec2a = 1 ，取顺时针方向．

令 x = cos a sin t, z = cos t , t: 2'1T-o ，则

f (y - z) dx + (z - x) dy + (x - y) dz 

= (1 -tan a) J:~ cos a(-sin2t -cos2t)dt =2'1T ( cos a - sin a). 
2-rr 

2. 证明不等式

If P(x,y)dx+Q(x,y)dyl钮C,

其中 C 是曲线 L 的弧长，M=maxj ✓P气 x,y) + Q2(x,y) 1 (x,y)E U ．记圆周元2 + y2 = 

R2为 LR ，利用以上不等式估计

I 
yd无一元dy

R = fR 对＋兀~)2'
并证明

lim IR == 0. 
R-+ 中
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证 由 Schwarz 不等式及 cos2 a + cos2/3 ＝ 1 ，可得

I I P (x, y) dx + Q (x, y) d y I = I I [ P (x, y) cos a + Q (x, y) cos/3 ] dsl 

在积分 IR= f 
I, R 

-x 

伲＋ xy +y) 
2 2, 则

~ f I P(x,y)cos a +Q(x,y)cos/3 |ds 
L 

< ✓［ P2(x,y) ＋矿 (x,y) ] [ cos2a + COS2/3 ] ds f L 

召f ds =MC. 
l 

ydx -xdy 
中，令 P(x,y) = 

(x2 +xy + y2)2 

2 2 

(x2 + x~'Q(x,y) = x +xy +y) 

X +y 
P飞，y) + Q飞，y) = 2 2 4 < 

16 
(x2 + xy + y2) 4 ~ (x2 + y2) 3 , 

4 
于是 1IR I <-C=-

8,r 
R3- R2, 所以

lim IR =0. 
R一 ＋ O 

3. 方向依纵轴的负方向，且大小等于作用点的横坐标的平方的力构成一个力场．

求质量为 m 的质点沿抛物线 y2 =l -x 从点 (1,0) 移到 (0, 1) 时，场力所做的功．

解
I 

W= f Fds= - t (l-y2)2dy= 
8 

[ Fds = - f。 一百
4. 计算下列第二类曲面积分：

(1) ff (x + y) dydz + (y + z) dzdx + (z + x) dxdy，其中 2 是中心在原点，边长为 2h
2 

的立方体[ -h,h] x [ -h,h] x [ -h,h] 的表面，方向取外侧；
无2 ,/ z2 

(2) 』 yzdzdx ，其中 2 是椭球面勹＋乌＋气＝ 1 的上半部分，方向取上侧；
a b c 

2 

(3) ff zdydz + xdzdx + ydxdy ，其中 2 是柱面 x2 + y2 = 1 被平面 z=O 和 z=4 所截部
2 

分，方向取外侧；

(4) ff zxdydz + 3dxdy ，其中 2 是抛物面 z =4 -x2 于在 z~O 部分，方向取下侧；
2 

(5) 』 [f(x,y,z) +x]dydz+[~如，y,z) +y]dzdx + [f(x,y,z) +z]dxdy，其中 f(x,

y,z) 为连续函数，2 是平面 x-y+z=l 在第四卦限部分，方向取上侧；

(6) ff x2dydz + y2dzdx + (/ + 5) dxdy ，其中 2 是锥面 z= 石三了(O~z旬 h) ，方向
2 

取下侧；

(7) 』 泸 dzdx ，其中 2 是抛物面 y = x2 + z2 与平面 y=l,y=2 所围立体的表
工石气了
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面，方向取外侧；

(8) ff 上dydz ＋上dzdx ＋上山dy ，其中 I 为椭球面马 +t+~=l ，方向取外侧；
2 x y z a b c 

(9) ff x2 dydz + y2 dzdx + z2 dxdy ，其中 2 是球面（无一 a) 2 + (y - b) 2 + (z - c) 2 = R2, 
x 

方向取外侧

所以

解 （ l) 将 2 的上、下、左、右、前、后六个面分别记为 I, (i = I, 2, 3, 4, 5, 6) ，则

ff (x + y)dydz = ff (x + y)dydz + ff (x + y)dydz 
2 戈，

= ff 过ydz + ff xdydz = 2h ff dydz = 8h3, 
26 0 yz 

ff (y + z) dzdx = ff (y + z) dzdx+ 『 (y + z) dzdx 
2 23 24 

= ff ydzd无十 ff ydzdx = 2h ff dzd尤＝ 8矿，
马 °” 
ff (z + x) dxdy = ff (z + x) dxdy + ff (z + x) dxdy 
2 21 22 

= ff zdxdy + ff 血dy =2h ff 扣dy=8h3,
趴 22 0xy 

ff （尤＋ y)dydz + (y +z)dzd元＋ （ z+ 兀）扣dy =24h3 . 

(2) 设曲面 2 的单位法向量为 (COS Cl, COS /3, COS'Y) ，由 dzd无＝ cos f3dS 与山dy = 

竺占cos'YdS ，得到 dzd无＝ d兀dy ＝下也dy．由千 2 的方向取上侧，它在 xy 平面的投影区
cos'Y b z 

域为 D= ｛釭， y) I~ 玉叫，于是

(3) 解法一

』 yzdzdx= 』产扣dy= 』节y2dxdy

= abc2 J:..sin20d0 J: r3dr =卫abc气
4 

无＝ cos 0, 

取曲面 I 的参数表示{y=sm O,D= { ( 0,z) |03幻，0 年z也，则
z =z 

a(y,z) a(z,x) . 
= Sill 

iJ(x,y) 
=0. 

a(0,z) 
= cos 0, 

iJ(0,z) 
0, 

iJ(0,z) 

由于 2 的方向取外侧，于是

』 zdydz + xdzdx + ydxdy = f ［如＋COS 唱沪sin 。哥］dOdz
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= I:" cos 0d0 I: zdz + I:" sin 0cos 0d0 I: dz = 0 

解法二

X 

由千曲面 X 的单位法向量为( 2 2' 

y 

石石
,0) ，可知

ff ydxdy =0. 
2 

将柱面 2 分成前后两部分戈，斗，其中戈：x= /仁了气斗：x= - /I勹了，则

ff zdydz = ff zdydz + ff zdydz = ff zdydz - ff zdydz = 0, 
Z l:1 l:2 o,., o,, 

类似地，可得 ff xdzdx =0 ，所以

ff zdydz + xdzdx + ydxdy = 0. 

(4) 设曲面 2 的单位法向量为 (cos a, cos {3, cos y) ，由 dydz = cos adS 与 dxdy = 

cos -ydS ，得到 dydz ＝芒气dxdy = 2xdxdy. 由于 2 的方向取下侧，它在 xy 平面的投影区

域为 D = I (x, y) I x2 + y2,s; I I ，千是

ff zxdy由＋ 3dxdy = ff (2x2z+3)dxdy= - ff [2x气4 -x2 了） + 3 ]dxdy 

= - I:" d0 I: [2r2cos20(4 -/) +3]rdr 

32 21T68 
= －了 J:" cos20d0 -1211" =-—T· 3 

(5) 平面 2 的方程为 x-y+z=l ，方向取上侧，由此可知 dydz = dxdy, dzdx = 

-dxdy，千是

ff [J(x,y,z) +x]dydz+[2J(x,y,z) +y]dzdx+[j(x,y,z) +z ] dxdy 
2 

= ff l[J(x,y,z) +x]-[2/(x,y,z) +y] +[J(x,y,z) +z]ldxdy 

= ff dxdy ＝主
Dxy 

(6) 由对称性， ff x2dydz =0, ff y2dzdx =0 ，所以
x x 

』 2了dydz+h y2dzdx + ( z2 + 5) dxdy =－』y (x2 + y2 + 5) dxdy 

= - J d0f (r2 +5) rdr = －卫(h4+l0h2).
。。 2

(7) 记 I1 :Y =x2 +/(1 ~y~2) ，方向取外侧； I2: y = 1 (x2 + z2 ~ 1) ，方向取左侧；
戈：y=2( 元2 +Z2<2) ，方向取右侧，则
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ff ~dzdx = - ff ~dzdx = - J:" d0 r 
趴石三了

ff ~dzdx= - r· d0 r e'dr= -21T(e/2 
Dl,x z + x 

/— fo d0(erdr = －吐（ e,,/2 - e), 

石ff e 22 厂dzdx = -』工卢dzdx = - {" d0 I: edr = - 2e'!T, 

』 ~dzdx= 』 ;dzdx = I:" d0厂心r=2品气
所以

ff -k-dzdx ~ 2e气汇 l)1T·
2 石了五了

(8) 设斗斗分别表示上、下两半椭球面，方向分别取上、下侧，则

』十dxdy= 』十dxdy+ 『dxdy=2厂言dxdy
=2 『1T d0fl abrdr ＝丘ab

0 - JO C 厂 e

由对称性，可得

udzdx =4:ac' 』 -;-dydz ＝宁

所以

尸－dydz ＋上dzdx ＋上dxdy ＝竺（ a2 b2 + b沪＋ c2 矿）．
x x y z abc 

(9) 设 .!1 ，斗分别表示上、下两半球面，方向分别取上、下侧．则

ff i dxdy = ff i dxdy + ff i dxdy 
I I1 I2 

= ff [c ＋矿－ (x - a)2 - ( y -b)2 尸dxdy -
D巧

ff [c- ✓R2 -( x -a)2 - （ y-b)2 尸dxdy
D” 

=4cff ~dxdy=主'TTcR3.~y'--,.. -·,,, -'--··--, 3 

同理可得

』 x2 dydz = f iraR3, 』 y2 dzdx = f irbR3, 

所以

8'1T ff x2 dydz + y2 dzdx + / dxdy =—(a+ b + c) R3. 
2 3 
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§ 3 Green 公式、 Gauss 公式和 Stokes 公式

1. 利用 Green 公式计算下列积分：

(1) J (x + y)2 dx - (x2 寸） dy ，其中 L 是以 A(I,I),B(3,2),C(2,5) 为顶点的三
L 

角形的边界，逆时针方向；

(2) J xy2dx 一无2ydy ，其中 L 是圆周无2 寸＝ a气逆时针方向；
L 

2 2 

(3) I 伲ycos x + 2xysin x －卢） dx + (x2sin x -2ye')dy ，其中 L 是星形线 x丁＋ y+ = 
L 

2 

吓(a >0) ，逆时针方向；

(4) f 矿[ (l - cos y) dx - (y - sin y) dy] ，其中 L 是曲线 y = sin x 上从 (0,0) 到 (1T'
L 

0) 的一段；

(5) J (x2 -y)dx -(x +sin2y)dy ，其中 L 是圆周 x2 + y2 =2x 的上半部分，方向从点
L 

(O,O) 到点 (2,0);

(6) f [e飞in y - b (x + y)] dx + (e'cos y - ax) dy ，其中 a,b 是正常数， L 为从点
L 

A(2a,O) 沿曲线 y= ✓:五:二了到点 0(0,0) 的一段；

I xdy -ydx (7)1~ ，其中 L 是以点 (I, 0) 为中心， R 为半径的圆周 (R >I) ，逆时针
4x2 + y 

L 

方向；

(8)J~ 
L 

X2 +4y2 
，其中 L 为单位圆周 x2 + y2 = I ，逆时针方向；

(9) I 叮 (xsin y-ycos y)}x + }xcos y +ysin y)dy] ，其中 L 是包围原点的简单光
x- +y 

L 

滑闭曲线，逆时针方向

解 (1) I (x + y) 2 dx - (x2 + y2) dy= 』（ -4x -2y)dxdy 

= l 2[ dx l:（工3+1) (2x +y)dy -2 f: dx l;:X+1 ) (2x +y)dy = －罕
(2) J 矿dx -x2ydy = ff (-2xy -2xy)dxdy 

L D 

2下

= -4 J:" sin 0cos 0d0 J: 户 dr =0. 

(3) J (x2ycos x +2xysin x -y2e' )dx + (x2sin x -2ye')dy 
L 
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所以

所以

所以

= ff Odxdy = 0. 
D 

(4) 设 L1 :y =0,x:0---➔ 'Tl' ，则

T 

』 e元［ (1 - cos y) dx - (y - sin y) dy] ＝』 exydxdy = (e'dx f厂 ydy=Y,

I 矿[ (1 - cos y) dx - (y - sin y) dy] 
L 

= I 叮 (1 - cos y) dx - (y - sin y) dy] +—- = 
e"-1 e"-1 

l1 5 5. 

(5) 设 L, :Y =0,x:0----+2 ，则

J (x2-y)dx-(x+sin2y)dy= §0-I)dxdy=O, 
L+l 「 D

f 
2 

(x2-y)dx-(x+sin2y)dy= I (x2-y)dx-(x+sin2y)dy= I x2dx ＝一．8 
[ (x2 -y)dx-(x+sin2y)dy= [ (x2 -y)dx-(x+sin2y)dy= f。 3

(6) 设 l1 :y = 0,x :0--+2a ，则

f [e又 sin y -b(x +y) ]dx + (e兄 cos y - ax) dy = § (b - a) dxdy ＝写（ b -a), 
L+L, D 2 

f [ e'sin y - b (x + y) ] dx + (e'cos y - ax) dy 
L 

＝千a2(b -a) - f [e兀 sin y - b (x + y) ] dx + (e元 cos y - ax) dy 
l1 

千2 (b - a) + b I:" xdx = (2 + f)心－：矿

(7) 设 P(x,y) = -~,Q(x,y) =~，则
4x 2 +y 4x2 +y 

aP y2 -4x2 aQ 
= = 

句 (4x2 + y2) 2 ax' 

取路径 L1:4x2 +y2 =1 ，逆时针方向，由 Green 公式，

f xdy -ydx xdy -ydx 
L 4x2 + y2 = f 4x2 2. 

l1 
+y 

1 
令 x= —cos t, y = sin t ，得到

2 

l x4d`yy屯＝ [ ？xy：屯＝ f:" (点cos2t +辛sin2 t) dt ='IT 

(8) 设 P(x,y)
X -y x +4y 

x,y) =则
x2 +4y 

:i,Q(x,y) = 
x2 +4y 2' 

竺＝ 4y2 -8xy-x2 ＝殁
句 (x2 + 4y2) 2 ax' 
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取路径 LI :x2 +4y2 = I ，逆时针方向，由 Green 公式，

f (x - y) dx + ( x +4y) dy = (x - y) dx + (x +4y) dy. 
L X2 +4y2 f x2 +4y2 

l1 

I 
令 x = cos t, y = ~sin t ，得到

2 

f (x -y)dx + ( x +4y)dy (x -y)dx + ( x +4y)dy 2“l 
2 2 x +4y = f x2 +4y2 = f。了dt ='TT. 

(9) 设 P(x,y)
e' (xsin y -ycos y) 

X, J) = ~, Q (X, J) = 
e" (xcos y + ysin y) 

2 2 ，则x- + y- x- + y 

aP 
= 

[ （ x2 寸） x ＋ y2 子］ cos y + ( x2 +y2 -2x)ysin y ＝叹
句< x2 + l) 2 - ax, 

取路径 L,:x2 +y2 = r2 ，即 x = rcos t, y = rsin t, t : 0-. 2,r, 由 Green 公式，

J e无 [ (xsin y - ycos y) dx + (xcos y + ysm y) dy] 

x- + y 

= I . 2 2 x- + y 

千是

I= I 贞 (xsiny -ycos y)dx + (xcos y +ysin y)dy] 2丁
~ = I e'coslcos(rsin t)dt, 

x +y f。
令 r-+O, 即得到

I= 2,r. 

2. 利用曲线积分，求下列曲线所围成的图形的面积：

(1) 星形线 x = acos3t,y = asin3t; 

(2) 抛物线 (x + y) 2 = ax (a > 0) 与 x 轴；

(3) 旋轮线的一段：｛
x = a (t - sin t), 

t E [ 0,2式与 x 轴．
y = a (1 - cos t), 

解 (I) s 1 
= T J xdy - ydx = 

3a 
2 

勹五 sin2 tcos 2 tdt ＝气．
L 2 。 8

(2) 令 y = tx ，则 x = a 2,y = at 2,t:0一＋ OO. 于是
(l + t) ( l + t) 

+ 0 

S = - J ydx = 2a2f ~ 6dt ＝上矿
L o (l + t) 6 

l 
(3) S= — a2 r2" 

~ [ xdy -ydx=了 l。 (2 - tsin t - 2cos t) dt = 3五．

3. 先证明曲线积分与路径无关，再计算积分值：

J 
( ! , I ) 

(1) I (x - y) (dx - dy) ; 
(0 ,0 ) 

J 
(I,2 ) 

(2) I cp (x) dx ＋ ,/J(y)dy ，其中 cp (X) ，叭 y) 为连续函数；
(2 . t ) 

(3) J (6.8) xdx + ydy 
，沿不通过原点的路径．

(t,0 ) /7+7 
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解 (1) 设 P(x,y) =x-y,Q(x,y) = 
护

一 (x - y) ，则一＝ - 1 = 
aQ 

ay ax 
，所以曲线积分

与路径无关．

取积分路径为 L:y =x,x:0---+l ，于是

J 
( l , l ) 

(x - y) (dx - dy) = 0. 
( O. O) 

(2) 设 P(x,y) =<p(x),Q(x,y) =1/J(y) ，则 aP " _ aQ —=0 ==-
切 ax

，所以曲线积分与路径

无关

取积分路径为 L：折线五元，其中 A(2,l),B(l,l),C(l,2) ，于是

J 
( I , 2 ) 2 2 

(2 1)<p （ x)dx 屯(y)dy = {中(x) dx + J),p (y) dy = { [ r/J (t) －中 (t) ] dt 

(3) 设 P(x,y) =~,Q(x,y) =-d:. ，则堑＝ - xy 3 ＝投
石 丘言了－ iJy (x2 寸）了加

，所以曲

线积分与路径无关．

取积分路径为 L：折线五正，其中 A(l,O),B(6,0),C(6,8) ，千是

I(6 8) xdx + ydy = I6 dx + I8 ydy = 9. 
(1,0) 石g- J, lo/3卢

4. 证明：（ 2xcos y + y2 cos x) dx + (2ysin x - x2 sin y) dy 在整个 xy 平面上是某个函

数的全微分，并找出它的一个原函数．

证设 P(x,y) =2xcos y +/ cos x,Q(x,y) =2ysin x -x2sin y, 因为

aP aQ 
~ = -2xsin y +2ycos x = — 
ay ax 

所以 (2xcos y + y2 cos x) dx + (2ysin x - x2 sin y) dy 在整个 xy 平面上是某个函数的全

微分．

设这个函数为 u( x , y ) ，则

u(x, y ) = t:·:: (2xcosy+y2cosx)dx+(2ysinx-x2siny)dy+C 
(0,0) 

= J:2xdx+ J: (2ysinx-x2siny)dy=x2cosy+y2sinx+C. 

xdx + ydy 
5 . 证明： 2 2 在除去 y 的负半轴及原点的裂缝 xy 平面上是某个函数的全徵

x +y 

分，并找出它的一个原函数

证 设 P(x,y) =~,Q( x , y ) =~，因为
x- + y- x- + y 

aP 
ay 

2xy _ aQ - = 
(x2 + y2) 2 ax' 

xdx + ydy 
所以 2 2 在除去 y 的负半轴及原点的裂缝 xy 平面上是某个函数的全微分．

x- + y 

设这个函数为 u(x,y) ，则
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( x ,y ) 

u(x,y) = f 吨气2+C= J:~+ ，． 产＋C ＝上ln( 元2 寸） + C 
( 0,l) x +y o x + 1 fl x +y 2 

6. 设 Q(x,y) 在 xy 平面上具有连续偏导数，曲线积分 J 2xydx + Q(x,y)dy 与路径无

关，并且对任意 t 恒有

J 
(t.l) 

2xydx + Q(x,y)dy = t:·:>, 2xydx + Q(x,y)dy, 
( 0 ,0 ) J ( 0,0 ) 

求 Q(x,y).

解 因为曲线积分 J 2xydx + Q(x,y) dy 与路径无关，所以殁＝ 2x ，两边关千 x 积
L 8x 

分，即得到 Q(x,y) =x2 ＋叭 y) ，其中中待定．
(1.1 ) 

由条件 J 2xydx + Q(x,y)dy = f(l,t) 2xydx + Q(x,y)dy，可得
(0,0) J (0,0) 

{ (t2 +叭 y)) dy = J: (1 ＋叭 y))dy,J; 
两边对 t 求导，得到 2t = 1+ 中 (t) ，即叭 y) = 2y -1 ，所以

Q(x,y) =x2 +2y-1. 

7 . 确定常数入，使得右半平面 x>O 上的向量函数 r (x, y) = 2xy (x 4 + y2) 人 i -

x2 (x4 寸） Aj 为某二元函数 u(x,y) 的梯度，并求 u(x,y).

解由题意
a[2xy(x4 +y2) 入］ a[ 子 (x4 寸） A ] 

'ay = ax ，即
2x(x4 + y2) 入＋ 4入寸（ X4 + y2) A - I = - 2x (X 4 + y2) 入 -4入x5 (x4 + y2 ）入一 I'

化简后，求得入＝ － 1. 这时

u(x,y) = J”“2xydx - x2dy + C = - Jy 立7 + C = - arctan j 
( 1,0 ) X4 + y2 4 2 

= - arctan ~ + C. 
0 X + y X 

8. 设一力场为 F = (3x2y + 8xy2)i + (x3 + 8x2y + 12ye勹j，证明：质点在此场内移动

时，场力所做的功与路径无关

证设 P(x,y) =3x2y+8xy2,Q(x,y) =x3 +8x2y+l2yer ，因为

aP 
一＝ 3x" + 16xy 

aQ 
= ay ax 

所以质点在此场内移动时，场力所做的功与路径无关

9. 利用 Gauss 公式计算下列曲面积分：

x'dydz + y'dzdx + z'dxdy, I 为立方体 O~x,y,z~a 的表面，方向取外侧；(1) ff x2 dydz + y2 
2 

(2) ff (x - y + z) dydz + (y - z + x) dzdx + (z - x + y) dxdy ，其中 2 为闭曲面 1 无一
2 

r+zl + lr-z+xl + lz-x+rl =1 ，方向取外侧；

(3) ff (x2 cos a + y2 cos f3 + z2 cos')' ） dS ，其中 2 为锥面 z2 =x2 +y2介千平面 z=O 与
2 

z=h(h>O) 之间的部分，方向取下侧；

(4) ff xdydz + ydzdx + zdxdy ，其中 2 为上半球面 z= 』F二亡了，方向取上侧；
工
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(5) ff2(l 于） dydz + 8xydzdx - 4zxdxdy ，其中 I 是由 xy 平面上的曲线 x = er (0~ 

y~a) 绕 x 轴旋转而成的旋转面，曲面的法向量与 x 轴的正向的夹角为钝角；

(6) ff (2x + z) dydz +zdxdy ，其中 I 是曲面 z = x2 寸 (O~z~l) ，曲面的法向量与

z 轴的正向的夹角为锐角；

(7) ff axdydz + ( a +z) 飞~(a>O) ，其中 I 是下半球面 z= - 0了二亡了，方向
2 (x2 + y2 +Z2) 了

取上侧；

(8) ff xdydz +ydzdx +z}xdy ，其中 2 是
z (x2 +y2 +z2) 了

(i) 椭球面 x2+2y2 +3z2 =l ，方向取外侧；

(ii) 抛物面 l
z (x-2)2. (y-1)2 

--= 
5 16 9 

+ y (歹O) ，方向取上侧．

解 (I) 设 0 是 I 所围的空间区域，则

ff x2 dydz + y2 dzdx + / dxdy 

＝川 2 (x + y + z) dxdydz = 6 f。: dx J。: dy I: zdz = 3a4 

(2) 设 n 是 I 所围的空间区域，作变换中：｛：：yx_＿zy++XZ'，则 aa[ux.，Vy,＇勹＝ 4 ，且变换中
w=z-x+y, 

将 n 变为 fl'= I (u'V'w) I I u I + I V I + I w| 引｝，记汀是 0'在第一象限的部分，则

ff (x - y + z) dydz + (y - z + x) dzdx + (z - x + y) dxdy 

＝叽 3dxdydz ＝叽 ¾dudvdw = 6 f dudvdw = I 

(3) 补充 ..!1:z=h(x2+y2~h勹，方向取上侧，设 0 是 I+I1所围的空间区域，因为

0 的对称性，有 1lJ xdxdydz = 1lJ ydxdydz = 0．由 Gauss 公式，

ff (x2cos a+ y2 (x'cos a + y'cos /3 + z'cos y) dS = Ill 2 (x + y + z) dxdydz 
I+I1 川

2T h 

=2 f zdxdydz =2 {" d0 』 rdr t zdz ＝千矿，
于是

ff 伲cos a + y2 cos f3 + z2 cos'Y) dS 
2' 

= 1T 4 2 2 2 
2 
—h 4 - ff (x2 cos a + y2 cos f3 + z2 cos y) dS 

斗

1T,4 IT,2,. 1 ＝了h4 - ff 旷 dxdy =－—1T矿．
212 
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(4) 补充 .!1 :z = 0 (x2 + y飞矿），方向取下侧，设 0 是.! +.!1 所围的空间区域，由

Gauss 公式，

ff xdydz + ydzdx + zdxdy =皿 3dxdydz = 2叔，
I+I1 n 

于是

ff xdydz + ydzdx + zdxdy = 2或－ ff xdydz + ydzdx + zdxdy = 2式
l:1 

(5) 由题意，可得.!: x = e 石亡了 (y2 + Z2< a2) ，方向取后侧．补充 41:

x ＝矿（ y2 +z飞矿），方向取前侧，设 0 是 .!+.!1 所围的空间区域，由 Gauss 公式，

ff 2 (1 - x2) dydz + 8xydzdx - 4zxdxdy = Jff Odxdydz = 0, 
2＋斗

川
千是

ff 2(1 子） dydz +8xydzdx -4zxdxdy = - ff 2(1 －产） dydz =2时 (e2" -1). 
l:1 

(6) 补充 .!1 : z = I (x2 + y2 ~ 1) ，方向取下侧，设 0 是 .!+.!1 所围的空间区域，由

Gauss 公式，

千是

2,r K, (2x +z)dydz +zdxdy =一， 3dxdydz = -3 {" d0 { rdr L dz= -f1r, 。{ rdr L dz= -1 3 

I+I1 

3 』 (2x +z)dydz +zdxdy =－了T -』 ldxdy =一；

(7) 由题意，

ff axdydz + ( a +z)2dxdy ＝上 axdydz + (a + z) 2 dxdy. ff 2 (x2 + y2 +Z2)+ a~ 

补充 .!1:z=O(x2 +y飞矿），方向取下侧，设 0 是.! +.!1 所围的空间区域，由 Gauss

公式，

于是

从而

K. axdydz + (a +z)2dxdy =－川 (3a + 2z) dxdydz 
2＋斗

3 4 
= -21r矿－ 27T I z(a2 子） dz= -—邧，

2 

3 4 1 ff axdydz + (a +z)2dxdy =－了叩－ ff 矿 dxdy =－—纣，
2 21 2 

ff axdydz + ( a +z)2dxdy l 3 

= -—Tra. 
2 (x2 + y2 + Z2) 了 2

(8) (i) 记 r= 石二了了了，设原积分为 ff Pdydz + Qdzdx + Rdxdy ，则
2 

吃＝户－ 3x2 叹 r2 -3y2 妞户－ 3z2
= = 

ax r5'ay r 泣 r5
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设.!'= l (x,y,z) I x2 +y2 +i =e勹，方向为外侧，设 Q 是立（－2＇）所围的空间区域，

由 Gauss 公式，

ff-" Pdydz + Qdzdx + Rdxdy ＝旷（ aP. aQ. aR 
—+—+—)dxdydz =0. 
ax ay az 

立（心') 0 

由千 cos a 二， cos /3 ＝工， cos'Y 二，

』 xdydz+r3dx+zdxdy = ! xdydz+r3dx +zdxdy 

＝了』 cos adydz+ cos f3dzdx + COSydxdy 

＝了』 (cos2a + COS2f3 + COS为） dS

了』 dS =4'1T. 

x = esin 驴cos 0, 

注 对上面的积分，也可取 i'的参数表示为 {y=8sin 中sm O ，其中（中， 0 ） ED'= 

z = ecos 中，

lO吁合，归咚2'1T ｝，则

ff~= ff ~dx +zdxdy 
r ff 3 

= ff sin cp如d0 =4'1T. 

(ii) 设.!'={ (x,y,z) 1¥ 十 (y -91)2包z =0}-{ (x,y,z) lx2 +y2 <e2,z =0} ，方向
为下侧，.!" = { (x,y,z) I x2 x +y +z =8,z习O} ，方向为下侧，则由 Gauss 公式

ff xdydz+ ydzdx +zdxdy 
=0, 

I+I'+S 

= , , D E 、
丿。, 9. ( 

中
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y

其

y

xd 

x d 

z
d
F

仇
仇

+2OSnz­Xl-c.SI,+i d
S

中
中
中

X
­

z

户

d
n
n
o
s
d
3

zr 

d yd 

y 

d
y
f
f

丁
．S
I
．

S
I
C

+x88e zd1-28_

___=+ 

dYxyzz ys_

_

r_

,l~d 

dy. 
x
e
o
d
S

为

d

“X 

+
)
示
y
f
f

了

ff3 

= 

表

x 

=d2S 

数

y

zo 

yde 

＋
参

d

dB 

s 

x doBx 
Z
C
2
s

的

Z
d

+0 

+ xzc$+ dx 

取
d
3

3d+ 
zry d 

dazr 

yd 
+
a
2
s

可

y
+ 

。
c 

s 

z 

z 

l 
贝

d
e
o

（
也

y,d x
d
f
f

了
f
f

丁
分

l
r
d
y

FX 2ff2 

f
f
2
1

－
忒
l

－2
8
积

＝
＝
的

V
/

。
V/ 

面

。, 

上对
卫

2

" 
至

V
/

得
注
中

此

V
/

。

由

l
l

182 



§ 3 Green 公式、 Gauss 公式和 Stokes 公式 I ll

=『 sin'P如d0 = 21r. 
D" 

10. 利用 Gauss 公式证明阿基米德原理：将物体全部浸没在液体中时，物体所受的

浮力等于与物体同体积的液体的重量，而方向是垂直向上的．

证 以液面为 xy 平面，垂直向上的轴为 z 轴，在物体表面上点 (x,y,z) 处任取一微

元，其面积为 dS ，设 n 为物体表面上点 (X,y,z) 处的单位（外）法向量，p 为液体密度．

则这小块面积所受的压力大小为

dF =pzdS, 

它在 x 轴方向、y 轴方向、z 轴方向的分力分别为

dF, =pzcos(n,x) dS,dF1 =pzcos(n,y) dS,dF, =pzcos(n,z) dS, 

千是由 Gauss 公式，

F, =p 』 zcos (n, x) dS = 0, Fr =p § zcos (n, y) dS = 0, 

F, =pf zcos(n,z)dS =pf dxdydz =pV, 

这就是所要证明的．

11. 设某种流体的速度场为v = yzi + xzj + xyk ，求单位时间内流体

(I) 流过圆柱：x2 +y2:;;;;a2,O:;;;;z:;;;;h 的侧面（方向取外侧）的流量；

(2) 流过该圆柱的全表面（方向取外侧）的流量．

解 (I) 设 2门 z = 0 (x2 + y飞矿），方向取下侧； $2: z = h (x2 + y2:;;;; a2) ，方向取上

侧， D 是 .!1,.!2 在 xy 平面上的投影区域．由于

『 V dS =-『 xydxdy = 0,ff V dS=ff xydxdy = 0, 

由 Gauss 公式，

』+22 vdS ＝叽 Odxdydz = 0, 

所以流量

。= s d v 
r"J2 

(2) 由 (1) 可知，流过该圆柱的全表面的流量 ff v dS =0. 

12. 利用 Stokes 公式计算下列曲线积分：

(1) f ydx + zdy 五dz ，其中 L 是球面 x2 +y2 +z2 =a2与平面 x+y+z=O 的交线（它是

圆周），从 x 轴的正向看去，此圆周的方向是逆时针方向；

(2) f 3zdx + Sxdy - 2ydz ，其中 L 是圆柱面 x2 + y2 = 1 与平面 z=y+3 的交线（它是

椭圆），从 z 轴的正向看去，是逆时针方向；

(3) J (y - z) dx + (z - x) dy + (x - y) dz ，其中 L 为圆柱面 x2 +y2 ＝矿和平面王十
L a 
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— =l(a>O,h>O) 的交线（它是椭圆），从 x 轴的正向看去，是逆时针方向；h 

(4) f (y2 -z2)dx + (/子） dy + (x2 子） dz，其中 L 是用平面 X +y +z ＝立截立方
2 

体 0 ~x,y,z~ 1 的表面所得的截痕，从 x 轴的正向看去，是逆时针方向；

(5) f (x2 - yz) dx + (y2 - xz) dy + (z2 - xy) dz ，其中 L 是沿着螺线

h 
x = acos 中， y =asm 中， z= －中

2,r 

从点 A(a,0,0) 至点 B(a,O,h) 的路径；

(6) J (y2 主） dx + (2/ 子） dy + (3x2 了） dz，其中 L 是平面 x+y+z=2 与柱面

巨 I + Ir I = 1 的交线，从 z 轴的正向看去，是逆时针方向

解 (1) 设 2 是 L 所围的平面 x+y+z=O 的部分，方向由右手法则确定（即取上

侧）．由 Stokes 公式，

dydz dzdx dxdy 

J ydx +zdy +xdz = ff a a a 
= -[ I -1; 1; fz I = - j dydz + dzdx + dxdy 

y X 

= -If ff dS =－岛矿．

(2) 设 2 是 L 所围的平面 z = y +3 的部分，方向由右手法则确定（即取上侧），则 2

是一个长半轴为迈一、短半轴为 1 的椭圆．由 Stokes 公式，

dydz dzdx dxdy 

J 3zdx + 5xdy - 2ydz = ff ——一a a a 
如 ay az 
3z 5x -2y 

= ff -2dydz + 3dzdx + 5dxdy 

=』（ o-}i言）dS =2'IT 

(3) 设 2 是 L 所围的平面王十三＝ l 的部分，方向由右手法则确定（即取上侧）．
a h 

由 Stokes 公式，

f (y - z) dx + (z - x) dy + (x - y) dz 

= - 2 ff dydz + dzdx + dxdy 

= -2 ff ~dS = -21ra(a +h). 
x ，了五了

3 
(4) 设 2 是 L 所围的平面 X + y +z ＝一的部分，方向由右手法则确定（即取上侧），

2 
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1 
则 2 是一个边长为一的正六边形．由 Stokes 公式，

互

千是

f (y2 - z2) dx + (z2 - x2) dy + (x2 - y2) dz 

= - 2 ff (y + z) dydz + (z + x) dzdx + (x + y) dxdy 

4 
= - °7i- ff (x + y + z) dS = - 2,/3 ff dS =－一．9 

,/3 ~ v· · J · -' -- -'- ~ - 2 

(5) 设 L1 :『r :0厂（ t ：贮h) ，由 Stokes 公式，
z = t 

f (x2 - yz) dx + (y2 - xz) dy + (/ - xy) dz = 0, 
L+ ( -LI) 

1 f (x2 - yz) dx + (y2 - xz) dy + (z2 - xy) dz= I z2 dz= +h3. 
L o 3 

(6) 设 2 是 L 所围的平面 x+y+z=2 的部分，方向由右手法则确定（即取上侧）．

设 2 在 xy 平面的投影区域为 D x y = l (X, Y) I I X I + I Y I,;;; 1 l ，则

ff xdxdy = ff ydxdy = 0. 由 Stokes 公式，
D” 

f (/ -z2) dx + (2/ - x2) dy + (3x2 - y2) dz 

= - 2 ff (y + 2z) dydz + (z + 3x) dzdx + (x + y) dxdy 
2 

2 
= -— ff (4x +2y +3z)dS = 

2 } f (4x +2y +3z)dS = -i』 (x - y + 6) dS 

= - 2 ff (x - y + 6) dxdy = - 24. 
D” 

13. 设f(t) 是 R 上恒为正值的连续函数，L 是逆时针方向的圆周(x-a/+(y-a/=

1. 证明

f 寸(y)dy －上－d泛2,r.
f釭）

证设 D=l(x,y) l(x-a)2+(y-a)2~I} ． 由 Green 公式，

l 寸(y)dy言dx= 』［f(y) ＋卢] dxdy 

=『 [f(x) 十六］ dxdy ~ ff 2dxdy = 2'TT , 

其中第二个等式利用了区域的对称性．

14. 设 D 为两条直线 y=x,y=4x 和两条双曲线 xy = 1,xy =4 所围成的区域，F(u)

是具有连续导数的一元函数，记f(u) = F'(u) ．证明
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』 ~dy=ln2 』4f(u)du,

其中 aD 的方向为逆时针方向

证由 Green 公式，得 J F(xy) 
aD了－dy = ff f(xy) dxdy．作变换 u = xy,v=:，则此变换

将区域 D 变为 D吵＝ ! ( u,v) I 1,,su,,s4,1,,sv,,s4f ，变换的 Jacobi 行列式为 J=

l 
2v 
，于是

所以

4 

ff八 xy) dxdy = 
f(u) 4 1 D 』”了dudv = f /(u) du Ji 五dv = ln2 f /(u) du, 

』气dy = ln2 f /(u) du 

15. 证明：若 2 为封闭曲面， l 为一固定向量，则

ff cos( n,l)dS =0, 
2 

其中 n 为曲面 2 的单位外法向量．

证记 l=(a,b,c) ，而 n = (cos a, cos f3, cos -y) ，则

n · l I 
cos(n,1) = ~ = ~(acos a+ bcos f3 + ccos -y), 

111 11 111 11 

于是由 Gauss 公式，得到

』 cos (n, l) dS = ill 1 
|| l II 』 adydz + bdzdx + cdxdy = 0. 

I " " I 

16. 设区域 0 由分片光滑封闭曲面 2 所围成．证明：

叽 dxdydz= ＋』 cos (r, n) dS, 

其中 n 为曲面 2 的单位外法向最，r=(x,y,z),r= ✓X2 +y2 +Z气

r • n 1 
证由 cos(r,n) ＝—一－ =-( xcos a + ycos f3 + zcos -y) ，可知

r r 

』 cos (r, n) dS =』 ~(xdydz + ydzdx +zdxdy). 

因为

归）＝ y2 厂，点（干）＝琴心（干） ＝ x2 广，
由 Gauss 公式，得到

+』 cos(r,n)dS = f ~-

a(x,y) 
= a(u,v) 

17. 设函数 P(x,y,z),Q(x,y,z) 和 R( x, y,z) 在 R3上具有连续偏导数，且对于任意

光滑曲面 2，成立



§ 3 Green 公式、Gauss 公式和 Stokes 公式 Ill

ff Pdydz + Qdzdx + Rdxdy = 0. 
2 

证明：在 R飞 aP. aQ. aR 
—+—+— =0 
'ax'ay'az 

证 用反证法．若存在点 M。 (Xo, Yo, Z。)，使得心; +岱~ +譬 ¥c O' 则不妨设

（竺覃皇）
ax ay az IM。

>0. 由千函数 P(x,y,z),Q(x,y,z) 和 R(x,y,z) 在 R3上具有连续偏

导数，即 + 
aP. aQ. aR 、
——+— 
如： ay az 

连续，所以存在 r,c >0 ，使得当

(x,y,z) Eil= l (x,y,z) I (x -x。 )2+(y-y。 )2+(z-z。 )2 二 r2 } 

时成立
aP. aQ. aR 
—+—+— >C >0. 
ax ay az 

于是由 Gauss 公式，

ff Pdydz + Qdzdx + Rdxdy = 
aP. aQ. aR 叨 川（石飞飞）dxdydz

4 ~ J1I cdxdydz =—矿C >0, 
9 3 

这就与题设矛盾

18. 设 L 是平面 xcos a + ycos f3 + zcos'Y - p =0 上的简单闭曲线，它所包围的区域

D 的面积为 S，其中 (cos a, cos f3, cos'Y）是平面取定方向上的单位向量．证明
dx dy dz 

S = T I I co: a co; f3 co:'Y , 

其中 L 的定向与平面的定向符合右手定则．

所以

证由 Stokes 公式，

dx dy dz 

J I cos a cos /3 cos'Y 

L I X y z 

= f (zcos f3 - ycos'Y)dx + (xcos'Y - zcos a) dy + (ycos a - xcos f3) dz 

cos a 

＝』立
zcos f3 一 ycos y 

cos /3 

a 
句

xcos'Y - zcos a 

cos'Y 

a 
忑 dS

ycos a - xcos/3 

=2 』 (cos2 a + cos2 {3 + cos方） dS =2 』 dS =2S, 

dx 

S =占 I I co: a 

dy 

cos /3 

y 

dz 

cos'Y . 

z 
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§4 微分形式的外微分

1. 计算下列微分形式的外微分：

(1) 1 －形式 w =2xydx +x2dy; 

(2) 1 -形式 w = cos ydx - sin xdy; 

(3) 2 -形式 w =6zdx(\dy - xydx(\dz. 

解（ 1) 如＝ 2ydx(\dx + 2xdy(\dx + 2xdx(\dy =0. 

(2) dw = - sin yd y(\dx - cos xdx(\dy = (sin y - cos x) dx(\dy. 

(3) dw =6dz(\dx(\dy -xdy(\dx(\dz= (x + 6) dx(\dy(\dz. 

2. 设 Q = a1 亿） dx1 + a2 (x2) dx2 +…+ an (xJ dxn是 Rn上的 1 -形式，求如．
n 

解 如＝ 2 a,'( x, ) dx, A dx, = 0. 
i = I 

3. 设 w = a, (x2,x3) dx2/\dx3 + a2 (x1,x3) dx3/\dx1 +a3(x1,x2)dx,/\dx2 是 R3上的

2 －形式，求 d(J).

则有

从而

解设 (J)1 = a, (x2,x3) dx2/\dx3 ，由千

dx2/\dx2/\dx3 = 0,dx3/\dx2/\dx3 = 0, 

0a1 0a1 
dw1= —dx2 /\ dx2 /\ dx3+ —dx3 /\ dx2 /\ dx3 = 0. 

0x2 0x3 

类似地，设 w2 = a2 (x1,x3) dx3 /\ dx1,w3 = a3 (x1,x2) dx1 /\ dx2 ，则

dw2 = dw3 =0, 

dw = dw1 + dw2 + dw3 =0. 

4. 设在 R3上在一个开区域 D=(a,b) x(c,d) x(e,f) 上定义了具有连续导数的

函数 a1 (z), a2 (x), a3 (y) ，试求形如

w = b1 (y) dx + b2 (z) dy + b3 (x) dz 

的 1 －形式 ll) ，使得

dw = ·a1 (z) dy /\dz+ a2 (x) dz/\ dx + a3 (y) dx I\ dy. 

解由题意，可得

b;(y) = -a3(y),b;(z) = -a1(z),b;(x) = -a2(x), 

所以

ll) = - (J叮 y) dy) dx - (J见 (z) dz) dy - (J a2 (x) dx) dz 

5. 设 w= La ',dx,(\dx/a,J = -a1;,i,j=l,2, …， n) 是 R飞的 2- 形式，证明
i,j = 1 

1 
n 

如＝— ~=I ( 

加，J 加，k, aak, 
3 

+ 
,,ti:= I \ axk ax, ax, 

+ ~)dx, A dx1 A dxk. 



所以

由于

从而

§5 场论初步 I ll

证因为
n n n 

w = I a .idx. A dxi = I ai•dxi A dx. = I a.. dxk A dx,, 
i,j=l j,k=I k,i =I 

n aa 
如＝ 2 一dxk /\ dx, A dx 

,,tr'=I axk 
n 

I 

= I aa休—-dx, A dxJ A dxk 
i,j,k = I ax , 

n aa 
= I K, 

一—dx, A dx, A dx k , ' ax J i,j,k = I V~j 

dxk A dx, A dxj = dxj A dxk A dx, = dx, A dxj A dxk, 

1.2-, / aa,laajk 矶，
d(JJ =--3 2 (+—+—)dx, A dx1 A dxk. 

i,µ: I \ axk ax, axj 

§5 场论初步

1. 设 a = 3i + 20j - l5k ，对下列数量场f(x,y,z) ，分别计算 grad ／和div(/a):

(1) f(x,y,z) = (x2 +y2 +z2) 方；

(2) J(x,y,z) =x2 +y2 +z2; 

(3) /(x, y, z) = In (x2 + y2 + z2). 

解 (1) grad/= - (x2 + y2 + z2) 一了 (xi + yj + zk), 

div (fa) = - (x2 + y2 + z2) 兮 (3x +20y-15z). 

(2) grad f = 2 (xi + yj + zk), 

div(Ja) =2(3x +20y -15z). 

(3) grad f = 2 (x2 + y2 + z2) - 1 (xi + yj + zk), 

div(fa) =2(x2 +y2 +z2)-1(3x+20y -15z). 

2. 求向量场 a =x2i + y2j +ik 穿过球面 x2 +y2 +z2 =1 在第一卦限部分的通量，其

中球面在这一部分的定向为上侧．

解 设 X:x2 +y2 +z2 =l(x~O,y~O,z~O) ，方向取上侧，则所求通量为

ff x2 dydz + y2 dzdx + z2 dxdy, 
2 

于
由千』 z2 dxdy = l (1 - x2 寸） dxdy ＝千－ fo d0 f。I r3dr =f' 

同理可得 尸ydz=ff /dzdx ＝千，

189 



190 

Ill 第十四章 曲线积分、曲面积分与场论

所以

所以

ff x2 dydz + y2 dzdx + / dxdy ＝兰．
2 8 

3. 设 r = xi + yj + zk, r = I r I ，求：

(1) 满足 div[J(r)r] =0 的函数f(r);

(2) 满足 div[ gradf(r)] =0 的函数J(r).

解 (1) 经计算得到

a (J(r) X) rt_\. rll \ X2 
ax 

= f(r) + f'(r) 一，
r 

a(J(r) y) 2 

句
= f(r) + f'(r)仁

r 

a(f(r)z) z2 
az 

= J(r) + f'(r) 一，
r 

div [J(r) r] = 3f(r) + rf'(r). 

由 div[J(r)r] =0 ，得 3f(r) + rf'(r) = 0 ，解此微分方程，得到

其中 c 为任意常数

J(r) =— 
C 

3' r 

(2) 由叭 r) ＝王f'(r) ，叶(r) ＝工f'(r),Wp.
初 r ay r 

, 
祝

＝三f'(r) ，得到
r 

点［节＇（ r) ］＝勹f'(r) +ff"(r) 

千
2 2 2 

r -y 

ayL r 
f'(r)] =7f'(r) ＋乌f"(r)

r r 

a r z 2 2 2 
忑[ ~/'(r) ] = ~了 f' （ r) ＋气f"(r)

r r 

所以

2 
div[ grad}、(r) ] =..:::..._f'(r) + f" (r). 

r 

由 div [ grad/(r) ] = 0 ，得 2/'(r) + r/11 (r) = 0 ，解此微分方程，得到

其中 C1,c2为任意常数

4. 计算

C1 
J(r) =—+ C2 

r 

1 
grad I c • r + ~In (c • r) f, 

2 

其中 c 是常矢量，r =xi+ yj +zk ，且 C • r >0. 

解
1 

设 C = (C1, Cz, C3), U = C • T +—ln(c · r) ，则
2 

au c, au 伤 au 乌
—= c1 +— =C2 +— 2 =c 3 + ax -,. 2 (C • r)'ay -i. 2 (C • r)'az -,. 2 (C • r)' 



所以

§5 场论初步 I ll

1 grad卜 ·r+ —ln(c•r)}=c+ ——-．1 C 

2 } 2c. r 

5. 计算向量场 a = grad(arctan :-)沿下列定向曲线的环量：

(1) 圆周 (X - 2)2 + (y - 2) 2 = 1,z = 0 ，从 z 轴正向看去为逆时针方向；

(2) 圆周 x2+y2=4,z=l ，从 z 轴正向看去为顺时针方向

解经计算，可得

a = grad (arctan 工） = 2 
1 

X 
2(-y,x,O), 

x- +y 

i j k 

a a a 
rot a= I ax 句 祝＝ 0,

-y X 
x2 - +y 2 2 2 。

X +y 

它在除去 z 轴的空间上是无旋场．

(1) 设 L= I (x,y,z) I (x-2)2 +(y-2)2 =l,z=OI ，从 z 轴正向看去为逆时针方

向；.! = I (X,Y,z) I (X - 2) 2 + (y - 2)2,;;;;; 1'z = 0 I ，方向取上侧．由于 z 轴不穿过曲面

2，根据 Stokes 公式，

fa • ds = ff rot a • dS = O. 
L I 

(2) 令 x =2cos 0,y =2sin 0,z =0 ，则

fa • ds = f ~ = - f" d0 = - 21T 
L L x + y 。

6. 计算向量场 r = xyz(i + j + k) 在点 M(l,3,2) 处的旋度，以及在这点沿方向 n=

i +2j +2k 的环量面密度．

解由

可得

i j k 

a 
切泣

a a 
rot r =— 

ax 
~ I =x(z-y)i+y(x-z)j+z(y-x)k, 

xyz xyz xyz 

rot r(M) = - i - 3j + 4k. 

向量场 r =xyz(i +j +k) 在点 M(l,3,2) 沿方向 n 的环量面密度为

归~fr· dr=rot r(M) · ~=—. 
1 

aI 11 n II 3 

7. 设 a= a,i + arj + a,k 向量场，f(x,y,z) 为数量场，证明： （假设函数 a,,ar, a, 和 f

具有必要的连续偏导数）

(1) div(rot a) = 0; 

(2) rot(grad/) =0; 
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(3) grad(div a) - rot(rot a) =.:ia. 

证 (1)
矶矶矶她妞妞

rot a= （丙飞）t ＋（忑一百)J+ （忑一寸
设 a,,a1,a，二阶偏导数连续，则

以及

得到

div(rot a) a 矶矶 0 矶矶 a f aa1 aa, 
iv(rot a ＝云（了言厂（页言厂（忑飞）＝0

i j k 

a a a 
(2) rot (grad f) = I 云石忑 I =0. 

觅逆巫
ax oy oz 

(3) 由

grad(di 
adiv a. iJdiv a. adiv a 

lv a) = l + k 
ax iJy J + 

扣

心父扩ar 扩 a,\,. { a2ax. a2ar. a2a 
＝（了~+~)i+（三了言）j+
(`02ay 十立 k,畛 0y0z0z2)

妞 i)ar \,, { i)a 冗 iJa, \,'{ i)ar aa. 
rot a= （页言)l+ （页飞）J+ （云飞）k,

rot(rot a)= ( 
卢扩a, a丸心
＝一－－ + z )i + 0x0y 0y2 Oz2 0xOz 

（五立五。2a) （五五五2 + 02a 畛了了一十二 j十三 ~-~+~)k,

grad(div a) - rot(rot a) = Lla,i + Llarj + Llazk = aa. 

8. 位千原点的点电荷 q 产生的静电场的电场强度为 E = ~ (xi + yj + zk) ，其
4'1T8。户

中 r= ✓X2 +y2 +Z2,8。为真空介电常数．求 rot E. 

解

点（产）－卢仔）＝ －为考＝0,

fz(f) －卢忙）＝一节考＝0,

卢停）－［什）＝ －覃臣＝0,
所以

rot E =0, (x,y,z)c;,60. 

9. 设 a 为常向量，r =xi+ yj +zk ，验证：
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(1) V • (a xr) =0; 

(2) V x (a x r) = 2a ; 

(3) V • ((r · r) a) = 2r · a. 

证 (1)

a a a 
如； ay az 

V•(axr)= 
a x aa y z 

无 y z 

a(arz-a,y). a(a,x-a,z). a(a,y-arx) 
= ~ + ~ + ~ = 0. 

k 

a 
az 

a,x - a , z a,y - arx 

i 

a 
(2) Vx(axr) ＝一

ax 

a rz - a,y 

.J 

a 
句

=2(a,i+a, j+a,k) =2a. 

a(a,x2). a(a,y2). a(a,i) 
(3) V • ((r • r) a) = ~ + ~ + ~ = 2 r • a. 

ax ay az 

10. 求全微分(x2 - 2yz) dx + (y2 - 2xz) dy + (/ - 2xy) dz 的原函数

解记 a= (x2 -2yz)i + (y2 -2xz)j + (/ -2xy)k ，由千

如z - aa, aa元 aa, aa 加x
—= -2x =--——= - 2y = —-—= - 2z= —— ay - ·· az'az ax, ax ay 

所以向量场 a = (x2 - 2yz) i + (y2 - 2xz)j + (/ - 2xy) k 是一个无旋场，其原函数为
（ 元， y,, )

U(x,y,z) = l 口 － 2yz) dx + (y2 - 2xz) dy + (/ - 2xy) dz+ C 
(0,0,0 ) 

= f。• x2dx + L。r y2dy + f。，口 － 2xy) dz 

1 =— (x3 + y3 + z3) - 2xyz + C. 
3 

11 证明向量场 a=
X - y . x +y 
2. 2 l + 2j(x>0) 是有势场并求势函数．

x- + y- x- + y 

证当 X >0 时，

訧（击） ＝ y；言：芍 ＝心（无飞），
所以向量场 a 是有势场，其势函数为

V(x,y) = - U(x,y) = - l (x,r) (x - y) dx + (x + y)dy 
2 2 +C 

( 1,0) x- + y 

= - fx 些＿ J: Bdy+C= -arctan~-½ln(x2 寸） + C. 
I X 0 x2 +y x 2 

12. 证明向量场 a = (2x + y + z) yzi + (x + 2y + z) zxj + (x + y + 2z) xyk 是有势场，并

求出它的势函数

证设 a= a,i + arj + a,k ，则
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节＝ x2 + 2x(y + z) ＝:，于 y2 +2y(x +z) ＝譬，
aa aa丈—=z2 +2z(x +y) =— 
加 ay,

所以向量场 a 是有势场．设原函数为 U=U(x,y,z) ，则

dU = (2x +y +z)yzdx + (x +2y +z)zxdy + (x +y +2z)xydz 

= [ yzdx2 + x2 (zdy + ydz) ] + [ y2 (zdx + xdz) + zxdy2 ] + 

召 (ydx +xdy) +xydz2] 

=d(x2yz) +d(xy2z) +d(xyz2) =d[xyz(x+y+z)], 

所以势函数为

V(x,y,z) = -U(x,y,z) = -xyz(x+y+z) +C. 

13. 验证：

(1) u = y3 - 3x2 y 为平面 R2上的调和函数；

(2) u = In ✓(x -a)2 + （ y-b尸为 R2\!(a,b)I 上的调和函数；

(3) u = 
1 
厂芷l co,o,o) ｝上的调和函数

x- + r +z 

解 (I) 因为

au, i)u 2 
O u 

2 
O u —= - 6xy, —=3y2 -3x2 —= － 6y, —了＝ 6y,

0x 0y'0x2 0y 

所以

凸＋乌＝0,
如

2 
句

即 u=y3-3x2y 为平面 R2上的调和函数

(2) 因为

au - X - a au y - b 
= = 

扣 (x - a) 2 + (y - b) 2'ay (x - a) 2 + (y - b)2' 

扛 (y-b)2-(x-a)2 矿 u _ (x - a/ 一 (y-b)2
= = 

矿 [(x-a)2+(y-b)2]2'矿［ (x-a)2+(y-b)2]2' 

所以
2 

O u 
2 

O u 
—+- =0 
矿矿＇

即 u =ln ✓(x -a)2 + （ y-b尸为 R气 l (a,b) ｝上的调和函数

(3) 记 r= ✓X2 +y2 +z2 ，则

au 1 2 X X i)2u 1 - X X 1 - x2 
一一＝ －—一－ = --- —= -— +3 --—= --- + 3 -- ax - r2 T r3'i)x2 r3. - T 4 T r3. - r5 

au_ 1 y. y 扩 u l l 2 

一＝ -—-- = -——= -— +3 
y y y 

2 3, 一—= -— +3 — 句 r2 r - r 矿 r3 户 rr3 r5, 

au 1 2 z z a u l z z l z2 
= - 2 —= ---—= -— +3 ——= -— +3 — 泣 r2 r - r3' 扫 r3 · - r4 r - r3 · ~ r5' 
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所以

心釭直 3 2 2 2 
+3 

x- + y- +z 
正十矿＋忑＝－了 r5 =0 

即 u=尸R3\j(O,O,O) ｝上的调和函数．
x- + r +z 

14. 设 u(x,y) 在 R2上具有二阶连续偏导数，证明 u 是调和函数的充要条件为：对

au au 于 R2 中任意光滑封闭曲线 C，成立 f —ds =0 —为沿 C 的外法线方向的方向导数
c an'an 

证 必要性．设 C 是 R2 中任意光滑封闭曲线，由

au au''au''au ;'au —=—cos(n,x) +—cos(n,y) =—cos('T ,y) -—cos('T ,X)' an ax',, ay',,, ax',,, ay 

其中 n,'T 分别是曲线 C 上点 (x,y) 处的单位外法向量和单位切向量，得到

f逆ds =鸟－逆dx.[ ~ds = [ ~dy-~ 

由 Green 公式，得到

卢ds= 』（言归dxdy =0 

充分性．如果存在点 M。 (xo,y。)，使得
矿u(x0,y。)直(x。 ,y。)

2 #0 ，不妨设其大千
ax 句

零．由千 u(x,y) 具有二阶连续偏导数，所以存在 8>0 ，使得在D =O(M。 ,8) 上，成立

千是

立＋乌＞0
加

2 
句

尸ds = ff(年乌 dxdy >0, [ ~ds = § (~ + ~) 

与条件矛盾，所以 u 是调和函数．

15. 设 u=u(x,y) 与 v=v(x,y) 都为平面上的调和函数．令 F=#石了．证明当

p~2 时，在 F,;i,O 的点成立

和

得到

和

证由

aFP 

ax 

A(FP)>0. 

=pF"-1~ =pF"-2(uu义十 vv.)

aFP uu +vv — =pFp-l~ =pFp-2(uu. +vv ~ =pr-·~ =pF"-'(uuy +vvy)' 

扩 (F勹
z1-=p(p-2)FP-4(uu父＋ VV江） 2 +pFp-2(u! +v~ +uu,. +vv 

ax 
; + v; 无X + VVXX) 

扩 (Fp)
z1- =p(p-2)Fp-4(uu, +vv,)2 +pr-2(u! +v~ + uu" +vv 

ay 
r +vv1)'+pFP-•(u; +v; +uurr +vv11), 
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所以

~(FP) =p(p-2)r-4[ (uux +vvx)2 + (uur +vvr)2] +pr-2(u! +v! +u! +v!) ;;:,:O. 

16. 设 B = 1 (x,y,z) I x2 + y2 +z飞 1 l,F(x,y,z) :R3------>R3 为具有连续导数的向量

值函数，且满足

F 兰 (0,0,0), V · F 兰 0.
aB I B 

证明：对千任何 R3上具有连续偏导数的函数 g(x,y,z) 成立

fjJ Vg • Fdxdydz =0. 
B 

证由 V• (gF)= Vg•F+gV•F 及 Gauss 公式，得到

旷 Vg · Fdxdydz ＝叭 V• (gF)dxdydz －川 g V • Fdxdydz 

= ff gF • dS - fjJ g V · Fdxdydz =0, 
aB 

最后一个等式利用了条件 F1 三 (0,0,0) ， V.B F 曰 O.
aB I B 

17. 设 D = i (x, y) E R 2 I x2 + y2 < 1 I, u (x, y) 在 D 上具有连续二阶偏导数．进一

步，设 u 在 D 上不恒等千零，但在 D 的边界aD 上恒为零，且在 D 上成立

a2u 直
+ 2 ＝入u （入为常数）．

如 ay

证明：

』 II grad u II 2dxdy +入』忙dxdy =0 

证由 Green 公式，

』 -u 麝dx + u 笠dy= 』［（笠） 2 +（譬） 2 + u( 妇十岁）] dxdy 

au. au 由于在aD 上 u(x,y) 恒为零，所以 I -u — dx + u — dy = 0. 另一方面，在 D 上成立
句加

aD 

直扩u
2 + 2 ＝入 u ，所以

ax- ay 

即

』[（岊） 2 + (昙） 2 +入 u2]dxdy =0, 

』 ||grad u II 2dxdy +入』忙dxdy =0 

18. 设区域 0 由分片光滑封闭曲面 2 所围成， u(x,y,z) 在 n 上具有二阶连续偏导

扩u a切矿u
数，且在 n 上调和，即满足—-＋—了＋ = 0. 

ax ay~ az 

(1) 证明

尸dS =0 an 
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其中 n 为 2 的单位外法向扯；

(2) 设（无o,Yo,z。 )E fl 为一定点，证明

1 u(x0,y。 ,z。) ＝石』 (u
cos(r,n). 1 au 

r2 ＋了玩） dS,
其中 r = ( x -X。 ,y-y。 ,z -z。)， r = Ir I. 

证 (1) 设 n = (cos a, cos f3, cos y) ，由方向导数的计算公式及 Gauss 公式，得到

』芦dS= 』 (~cos a+ 譬cos /3 ＋詈cos y) dS 

＝，旧亨今）dxdydz =0. 

(2) 由于 cos(r,n) ＝勹p，且＝ ( grad u) · n ，千是

订 (u cos(r: ， n) 十十芦） dS ＝上』 Pdydz + Qdzdx + Rdxdy, 

其中 P=
(x -x。 )u + r2 u, ~ (y - y。) u + r2u z - Z。 )u + r飞

=-,Q = 
y ( 

R= 3'-.: 3' r r r3 

经计算得到

', 
x

y, 

u二
r
u
y

_
r
u
“
_
r

+ 

++ 

u 

uu 
22 

2 

) 

、
丿

、
丿

。

00 x5y5Z5 -r-r-r xyz ((( 
333 --- u-3ru-3ruFr ______ 

aP-axaQ-ayaR-az 

所以

aP. aQ. aR 
一—+－ +— =0 
加 ay az 

现在取一个以 (xo,Yo,Z。)为中心，8 >0 为半径的球面 S。，使得 S。 en，并设 n 为 S。

的单位外法向量，然后在 2 与 S。所围的区域 a'上应用 Gauss 公式，得到

丿 ff (ucos( :,n) ＋上逆 dS=」 竺覃吨
4,r 

Z+(- S。)

r on) 丘叽 (%1; + ~ + ¥z)dxdydz =0, 

从而

订 (u cos(r: ， n) 十十芦） dS =; ff (u cos(r: ,n) ＋十芦）dS
s。

注意，r=8 为常数， cos(r,n) = 1 与 ff au 

s。 an
—dS =0 ，则

上 ff (U cos(:,n) ＋上逆 dS ＝上 u(x,y,z)dS,
4,r r an )ds=~ [ 

利用积分中值定理并令 8一0 ，即得

u(Xo,Y。 ,z。) =；』（ u cos(r: ， n ）十于启） dS.
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千是

第十五章

含参变量积分 1

§1 含参变量的常义积分

1. 求下列极限：

l+a 
(I) lim 

dx 
a一0』 1+x2 + a2 ; 

(2) limf 
dx 

几- ..。 1 + (1+ ：）矿

解 （ 1) 由积分中值定理，可得

fl +a2 x 2 = fl dx fl +“dx 
0 ~=Jo~+JI ~ 

= fl dx 2 + a 
o 1 + x2 + a2 · l ＋矿＋矿

(t 在 1 与 l+a 之间），

叫1+“1+x2x +a2 ＝凹f。l l +x2 x +a2 十归 1 +§?” 

I 1 
= f 2dx=? o l + x 4. 

(2) 由连续性定理，

叫1 dx = f1 三＝ - fl de 一尤 ＝ ln 三．
l + (l + ~)" Jo I + e• Jo 1 + e - , I + e 

2. 设f(x,y) 当 y 固定时，关千 x 在[ a,b] 上连续，且当 y-Yo－时，它关于 y 单调增

加地趋于连续函数 cp(X) ，证明

归 f /(x, y) dx = f cp (x) dx 

证若能证明 lim f (x, y) = cp (x) 关于 xe[a,b] 是一致的，即 Ve>0,38>0,
y一yo-

V y E (y。 -8,y。 ),\f x e [ a, b ] : I /(x, y) - cp (x) I < e ，贝U



§ I 含参变量的常义积分 Ill

就有 I fab (f(x,y) －中 (x) ） :X I < fab if(x,y) - 'P(x) |dx < ( b - a)c, 

归f /(x, y) dx = f 中 (x) dx 

以下用反证法证明 lim/(x,y) ＝中 (x) 关于 xe[a,b] 是一致的．
y一yo -

若不然，则 3e。 >0, \/8>0, 3ye (y。 -8,y。)， 3x e [a,b]: 

订(x,y) -中 (x) I ~e。．

依次取 81 =1, 3yl E (y。 -81,Y。)， 3 x I e [ a, b ] : I /(x 1, Y 1) －中亿） 1 为。；
1 

82 =min{了 ,y。 -Y1}, 3 Y2 E (y。 -82,Y。）， 3x2 e [a,b], [/(x2,y2) －严） 1 扣

8 
. r 1 

n =min{— ,y。 -Yn-l }, 3rn E (y。戈，y。）， 3x" E [a,b], If也，yn) －卢） I ~e。；
n 

由此得到两列数列{ x. }, { y几｝．由于{ xn },{ y九｝有界，由 Bolzano - Weierstrass 定

理存在收敛子列巨"}, 1y”} ，为叙述方便，仍记这两个子列为 1 元几｝，｛口，其中 lyn} 是

递增的， limy. =y。．设 limxn =§. 
n n一中

由 f(t,Y) 一叭炉 (y-+y。-），可知 38>0, Vy(-8<y-y。 <0):

直y) 一声） I <T. 

注意，E叩Y. = Yo ，取足够大的 K 使得－ 8 ＜ yk -y。 <0 ，从而

|f(g,yk) －卢） I <T. 

又f(X, Y K) - (p (X) 在 X =t 点连续以及 limx" =t, 3 N >0 ，当 n >N 时，成立
几一。

1 (J（凡， YK) －中 (x.)) -（归，YK) -cp(f)) I <T, 

于是

IJ(x.,YK) －中 (xn) | < 8。.

但是对固定的 xn ，当 y一y。－时，f(x.,y) 关于 y 单调递增地趋于中(xn) ，所以当n>

maxJN,Kf 时，成立

If(x.,Y.) －中 (X.) I ~ I f (X n, Y K) －中 (x.) I <e。,

这与 1f(x几， yn) －中 (x.) I ~e。 (n=l,2, …）矛盾

3. 用交换积分顺序的方法计算下列积分：

(I) L'sin(ln-;-)亡三扣(b>a>O);o ----\ - · x I ln x 

(2) f千 ln~~(I>a>O).o · · I - a sin x sin x 

解 (l) f。1 sin(ln -;)~dx = 1。1 sin (ln -;) dx f 矿dy
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于是

所以

所以

所以

6. r1 . .,. 1 
= fa dy f。矿sin(ln 了） dx,

J。1 x'sin(ln ~)dx ＝奇r + 1 sin(In ~) I :＋土 f。1 x'cos(In ~)dx 

古J；矿cos（三） dx

= (y + 1 l) 2xy+ 1 cos(lnHI : - (y + 1 1) 2 f：矿sin(In~) dx, 

f1 矿sin(ln 上） dx = 1 
o x l + ( y + 1) 2, 

L1 sin(ln 上）~dx = { ~ = arctan (l + b) - arc tan (1 +a). 
o x ln x a 1 + (y + 1) 

(2) I于 ln 1 + asin x dx 于 a
o 1 - asin x 盂; =2I dxI 

dy 
o Jo 1 2. 2 

-y sm x 

= 2 f dy L。千 l - dx sm坛＇

f 
工
2 dx 

卫
2 dcot x l cot x 11 

0 1 - y2sm2x= - f0 cot2x + 1- y2 = －汇了arctan 产了 I~
= 1T 

2 尸＇

广 ln1+ asinx dx f“dy 
=1T 

1 o 1 - asin x sin x Jo j17 

4. 求下列函数的导数：
产

(1) l(y) = r e 主1dx;
y 

r2 
(2) /(y) = I 竺竺dx;

y X 

t2 尤＋ t

(3) F(t) = { dx f_~- sin(x2 +y2 -t2)dy. 
o 无一 t

解
y2 

(I) /'(y) =2ye -r' -e- r' - r x2e-•21dx. 

= 1rarcsm a . 

2 r2 
(2) l'( y) = 

2cos y'- cos y ~ -f sin(xy)dx = 
3cos y3 - 2cos y2 

y 
x+t 

(3) 设 g(x,t) = f sin(x2 +y2 一 t2) dy ，则
尤－ t

义＋ t

g,(x,t) = -2t r,· cos(x2 + y2 -t2) dy+sin(2x2 +2xt) +sin(2x2 -2xt), 
父一，
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F'(t) = J:'g,(x,t)dx +2tg(i2,t) 
。

= - 2t J:2 dx f -~'cos (x2 + y2 - t2) dy + 2 (sin2x2 cos 2xtdx + 
o Jx -t J O 

2t r::: sin(t4 -t2 +y2)dy. 
t2 _t 

5. 设 I(y) = J: (x + y)J(x) dx ，其中 f为可微函数，求 /"(y).

解 l'(y) =2yf(y) + J: J(x)dx, 

I" (y) = 3f(y) + 2yf'(y). 

6. 设 F (y) = f J(x) I y - x I dx (a < b) ，其中 J(x) 为可微函数，求F"(y).

解当 y~a 时， F (y) = f J(x) (x - y) dx ，千是

F'(y) = - f J(x)dx,F"(y) =0; 

当卢b 时， F (y) = f J(x) (y - x) dx ，于是

F'(y) = f J(x) dx, F" (y) = 0 ; 

当 a <y <b 时， F(y) =『J(x) (y - x) dx + f f (x) (x - y) dx ，千是

F'(y) = f J(x)dx - f f(x)dx,F"(y) =2J(y). 

7. 设函数J(x) 具有二阶导数，F(x) 是可导的，证明函数
l l x +at 

u(x,t) ＝了[j(x - at) + J(x + at) ] + fa La~- F (Y) d Y 2a Jx-at 

满足弦振动方程

扩u 对u
=a 

讥
2 ax 2' 

以及初值条件 u(x,O) =f口）逆
'i)t 

(x,O) =F(x). 

所以

证直接计算，可得

加 l l 
——[ - af'(x - at) + af'(x + at) ]＋五[ aF (x + at) + aF (x - at) ], = at2 

扩 u a2 
- =—[f" (x - at) + f" (x + at) ]＋巴[ F'(x +at) - F'(x - at) ], 
矿 22

au l l 
[f'(x - at) + f'(x +at) ]＋五[ F (x + at) - F (x - at) ], = 

加 2

2 a u l l —=--[f" (x - at) + f" (x + at) ]+—[ F'(x +at) - F'(x - at) ], 
初2 22a 
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扩 u 2 矿 u
=a 2 ' c)t2 扣

且显然成立 U (X, 0) = f (X) 逆
'at 

(x,O) = F（兀）．

8. 利用积分号下求导法计算下列积分：

千
(1) r ln(a2 -sin2x)dx (a >l); 

。

7 

(2) r ln (1 - 2acos X + a2) dx (I a I < 1) ; 
。

于
(3) r ln(a2sin2x +b2cos2x)dx. 

于
解 (1) 设 I(a) = r ln(a2 -sin2x)dx ，则

。

千
l'(a)= L 2a 于

2 · 2 dx = - f 2 2 2 
2a 

dcot x 
o a • -sin•x Jo a•cot•x+a•-1 

= - ~arctan-%¾ I 于 ='lT
石 石亡丁。石亡了＇

于是

l(a) =,rln(a+ ✓<7-=T) +C. 

令 a------> l +，则

C = /(1) = 2 L于 ln cos xdx = -,rln 2, 

所以

l(a) = 1Tln. a+尸
2 

勹＇

(2) 设 I(a) = r ln(l -2acos X +a2)dx ， 则 I(O) =0. 设吐0, 由于
。

I'(a) = l " 2a -2cos x 
2dx, 

o 1 - 2acos x + a 

无

作变换 t = tan —，得到
2 

+O 

I' ( a) =4 f 
。

a - l + (a + 1) t2 
2 dt 

[(l-a) 2 +(l+a) 千］ ( l + t2) 

＝气＋中 dt +2(a －上）厂
a)o 1 + t2'-\ ~ a 。 (1-a)2+(1+a)宁

dt 

, 。= 
2 t 

2 j̀ 

`,

J 

t. 
aaaa) +I 

+ 

I1 

< 

正
叶

a
l

l 

8( + L 

。

2-“-­
-) 

a 

2
t

到
（

d
t
＋
得
！

l 

, 

80 + 

II 

r
l
_

如

、
~

2-a0 

( 

=I 

由再, 
c = ) a ( l 

以所
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; 
(3) 设 I(a) = 1· 1n(a2sin2x+b2cos2x)dx ，且不妨设 a >0,b >0. f 。
当 a= b 时， /(a) =1Tln I a I ．以下设 a#b.

由千

/'(a) =［于 2asin2x 2 dx 
o a2sin2x + b2cos2x 

记

工
2
L = A • 2 

sm x 
2 dx.B = 

a2 sin2 x + b2 cos2 x 
，广 22cos2x2 dx, 

o a2sin2x + b2 cos2x 

则

a2 A+ b2 B ＝卫
2' 

工

A +B = L 2 dx 于 dtan x 
= 

0 a2sin2x + b2cos2xf0 a2tan2x + b2 

1 a 千 1T飞arctan 了tan x I :＝五·
由此解得

A 
1T 1 

= 2 a(a+b)' 

于是

I'(a) ＝三仁
a+ b' 

积分后得到

I (a) = ir In (a + b) + C. 

b a + b 
由 /(0) = irln 一，得到 C = - irln 2 ，从而 I(a) = irln-－—，或者一般地有

2 2 

I(a) =,rln~. 
I a I + I b I 

2 

9. 证明：第二类椭圆积分

千
E(k)= r /I言已dt

。

(0 < k <1) 

满足微分方程

l E(K) 
E"(k) +~E'(k) ＋－－了＝ 0.

k l - K 

证直接计算，有

E'(k)= l千－ ksm2t dt, 
° ✓1 -K2sin勺

E"(k) = - l千 sm2tdt - f于炉sm4t 3 dt = －于
° ✓~ Jo (1 -k2sin2t)了°f sin2t 

(1 - k2sin2t) 令 dt
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工
2r

_
I

凡

= dt 于

k2 ~ － f。
2 _ _ 2 sin" t + cos" t 

2 ~dt, 
k2(1 -k2sin2 

3 

- k"sin"t) 了

于是

cost.. 
3 dsin t 

(l - k2sin2t) 了
E”(K) = 1 f千 dt - l 广

k2 - 1 。 ✓1 - K2sin2t 炉－ l 。

= l I于 dt - l I于 sm t 
炉－ 1 。 2

cos td 
✓l- K2sin勹 k- l 。 ✓l - K2sin勺

l 于 dt
= I l 千 sin勺

- dt 
k2 -1 。二炉－ l I。工

所以

l E(K 
E"(k) +7E1(k) ＋－一) 

k l - K2 

= 1 f千 cos2tdt 一上千 (K2 -l) sm2tdt+ E(K) 
k2 - l 。汇芦古 k2 - 1 f。二 l- K2 

l 千
= k2 -l f。 ✓~dt+ 

E(k) 
1 - k2 

=0. 

10. 设函数f(u,v) 在 R2上具有二阶连续偏导数 ． 证明：函数

w(x,y,z) = L。2Tf(x + zcos 中， y + zsin cp) 如

满足偏微分方程

证

z（三立立）＝弝矿 ay2 az2 az. 

由直接计算，可得

aw 2下 2 2T a w 一＝ f —= ax Jo 
fud也

ax 2 f。儿dcp'

迎＝厂扩w”
句。

f“如，—=
句

2 IO fV“如，

譬＝ f:T (fUCOS 中＋f“sin 沪 d'f',

乌＝ f21T (fuu cos2中＋儿sin 2中心心）如，
加。

千是

归:＋归专）＝z f。21T (fuuSI心－/.,sin 2中＋儿co心）如·
另一方面，由分部积分可得

f" fucos 中如＝ － f五亿(-zsin 中） ＋儿zcos 中］ sin'P如，
。

［五sin'P如＝ f:1T ［儿(- zsin'P) + J,,zcos 中］ cos'P如，
所以
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尸心立二加2 0y2 az2) az 

11. 设 f(x) 在[ 0, I] 上连续，且 f(x) > 0. 研究函数

的连续性．

l(y) = lo'牢
o x2 + y 

2dx 

解 设 y。¥- 0' 由千 1竺心在[ 0, l ] x | y。 I I Yo 1 
X +y [Y。- 2 'Yo + 2 ]上连续，可知

/(y) = lo'平dx 在 ¥-0 处连续
0 x- + y 

y。

设 y。 =0 ，则 l(y。) = /(0) =0. 由于 f(x) 在[ 0, 1] 上连续，且f(x) >0 ，所以 f(x) 在

[ 0, 1] 上的最小值 m >0 ，当 y >0 时，成立1竺;>；竺了，于是
X + r X- + y 

I(y)曰 I y -1. -. 1 
2 dx = marctan — 

0 x- + y- y 

由脰(marctan 7) ＝罕＞0，可知脰l(y)¥-0=1(0) ，即 l(y) = L。1 :xy)2dx 在 y。 =0 处
不连续

注在本题中可证明 Ii~/(y) ＝卫f(O) 与 lirn / (y) =－卫
r -0 + 2 2 f(O) ，其中 f(O) ¥-0 ，由

r一0-

此也说明了 l(y) 在 y =0 点不连续．证明如下：

心＞ 0 ，取 n >0 ，使得当 O<x<71 时， I f (x) - f (0) I<: ，则

甘。，肝沪－［气dx I 号
对固定的 n >0 ，取 8 >0 ，使得当 0 < | y | ＜ 8 时， JnI XYf(+X:2dx1<f ，千是

It 又勹2dx - J。n x气7dxl <e 

分别令 y一0 ＋与 y-0- ，由

limf" yj(0) 1T 

r一o + Jo x· + y 于dx ＝了f（ 0) ， hm『凇dx =－乌(O)
r一0 - 0 x + y 2 

和 e 的任意性，即可得到 limI(y) ＝立f(O) 与 li~ /(y) =－卫f(O).
r-0 + 2 r一0-2 

§2 含参变量的反常积分

1. 证明下列含参变量反常积分在指定区间上一致收敛：

(l) f+° 竺笃dx,y~a >0; 
x- +y 
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(2) 厂血斗-“dx,O 郅郅。；
0 X + ct 

(3) 厂 xsin x4 cos axdx，咚年 b.
。

解 (1) 因为 1骂骂< 1 f 十中 1 2dx 收敛，所以由 Weierstrass 判别
X +y 2 2 ，而 2

x- + a- Jo x- + a 

法，厂 2 os x:dx 在 [a,+oo ）上一致收敛．
0 x- + y 

(2) I f sin 2xdx I ~ 1 ，即 f sin 2xdx 关千咋 [O,a。]一致有界；二关千 x 单调，
x+a 

且由 1 王二 1 已，可知当 x- + 00 时，王二关千 ctE[O,a。]一致趋于零 ． 于是由
x + a x x + a 

+0 

Dirichlet 判别法，可知 f sin 2x —--e -a• dx 在 aE[O,a。]上一致收敛．
0 X + ct 

(3) 由分部积分法，

L+"'xsinx4 cos axdx = -¼ l／气竺dcos x4 
X 

- - cos mcos x4 1 ＋中＿上+中 ~dx－上＋中 cos axcos x4 
4x A 4 fA x2 2 fA X3 dx, 

其中 1 cos ?2cos x 1 A十中 1叶
再由 1 asinaxcos x4 fmax{ | a |, | b 1 } 

及
cos axcos x~ I I 

x x2 1 x3 1 气，可得到
I f厂 ~dxl ~maxi lal, lbl f 厂 -;rdx=~, lbl f 

A x A 

与 I f/ cos X3 cos x4dx <『 :dx ＝点
当 A- + oo 时，上述三式关于 a 在 [a, b] 上一致趋于零，所以原积分关于 a 在[ a,b] 上

一致收敛

2. 说明下列含参变量反常积分在指定区间上非一致收敛：

(I) 厂 xsin 气 dx,0 < a < + co ; 
o a(l + x') 

, 

(2) L1 ~sin 上dx,O <a <2. 
0 x x 

n'1T3n'1T 1 解 （ 1) 取 8。 =ti>O, \/A。 >0 ，取 A' ＝一＞ A。， A" =9,a = a.= 了，则当 n 充
4 4 

分大时，

IfAA”:in+a冗＼叫＝ f宁 xsin anx dx>5心 5
2 于 an(l +X2) 16(1+ （节）飞气。，
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由 Cauchy 收敛准则， f＋~ xsin ax dx 在咋 (0, + 00) 上不一致收敛
。

2 a(l +x) 

1 
(2) 作变量代换 x ＝一，则

t 

f1 上sm 上山＝厂士sin tdt 
0 X - X JI t 

/I - - £\ V A - £\ "lfu Af _,.., __ _,'TT - A A ff,.., ___, 3'TT,.., 1 取 8。=—1T>O, VA。 >0 ，取 A'=2n'TT ＋竺＞ A。， A" = 2n'TT +—-,a= an= 2- －，则当 n 充8.. - -' . - - u - - ,- -- -- - -·.. - 4 - ·-u, · - - -·.. - 4,- -n - n 

分大时，

I［主sin tdt I =厂勹了sin tdt;;;:, 岛 5 l >飞'TT= 8。,
A' t 2n1f+ t n 3'TT 了

叶 2n'TT ＋司
I 1. 1 

由 Cauchy 收敛准则， f 下sin-dx 在咋 (0,2) 上不一致收敛．
0 x x 

3 . 设 /(t) 在 t>O 上连续，反常积分厂门(t) dt 当入＝ a 与入＝ b 时都收敛，证明
。

厂门(t) dt 关于入在 [a, b] 上一致收敛．
。

＋中

证将反常积分 J t,\f(t) dt 写成
。

f。＋ m t"f(t) dt = L。I t 人 a [ t丁(t) ] dt +厂 t,\b [灯(t) ] dt 

对千 tt,\ －"［ t"f(t)] dt ，因为』I t"f(t) dt 收敛，从而关于入在 [a, b] 上一致收敛，
t,\ － a是 t 的单调函数，且 I t,\ － "l:s;l ，即 t,\ 一 ° 在 te [0,1] 上关于入 e [ a,b] 一致有界，由

Abel 判别法，可知 f 尸[ t"f(t) ] dt 关于入在[ a,b] 上一致收敛．
。

对于厂尸［如） ］ dt ，因为 J+m b t"f(t)dt 收敛，从而关于 入 在[ a,b] 上一致收敛，

t,\ － b是 t 的单调函数且 I t,\ － b l:s;l ，即 t,\ － b 在 tE[l, ＋ oo ）上关千入 e [ a,b] 一致有界，
＋中

由 Abel 判别法，可知［ 尸[tbf(t) ]dt 关于入在[ a,b] 上一致收敛
＋中

所以 J t,\/(t) dt 关于入在[ a,b] 上一致收敛
。

4. 讨论下列含参变量反常积分的一致收敛性：

(l) f * cos xy 

。石
dx ，在 y匀0 >0; 

(2) f+= e 一 ( x- a)2 dx ，在（ i) a < a < b ; (ii) - 00 < a < + 00 ; 
-0 

(3) f。1 xp - 1ln2xdx ，在（ i) p五＞ 0; (ii) p > 0; 

(4) 厂尸sin xdx ，在（ i) a;;;:-:a0 >O;(ii) a >0. 
。

207 



Ill 第十五章 含参变量积分

解 (1) 』＋中 cos xy --dx = f 竺立dx + 
＋中

石。 ~dx + Ji cos xy 

I Fx dx. 
X 

对于［竺已I cos x 
。石

dx, 由于— I l fl dx 
丘石。石

< -, 一收敛，由 Weierstrass 判别法，可知

fl 竺立dx 关于 y 一致收敛
。石

+ 0: 

对千 f 竺三Ldx ，由于石 忙cos xydx I 分，即 f cos xydx关千yE[Yo,+oo ）一致
l l 

有界，以及一单调，当 x---> + 00 时，—关千 yE[Yo,+oo ）一致趋千零，由 Dirichlet 判别
石石
+0 

法，可知 f cos xydx 关于 YE
+0;, cos xy 

I 石
[ro,+ ' 00 ） 一致收敛，所以 l --－dx 关千 YE [Yo, 

。石

+ 00 ）一致收敛

(2) (i) 当 a <a< b 时，取 A >0 ，使（ a,b)C[ -A,A] ，则 Vlxl~A,le 一 ( x-a)2 I~ 
e 一 (I 元 I -A )' 

-A 

，而 f e 一 （卜 l -A )2 dx 与 f 十 "'e 一 < 1 • 1- A)2 dx 收敛，由 Weierstrass判别法的证
-oo JA 

0 +中

明，可知反常积分 f e- （ x - a )2 dx 与 L'-- e -< ,-a)2 dx 在砫 (a,b) 上一致收敛，所以
- 0 

厂 e 一 (x -a )' dx 在 aE(a,b) 上一致收敛．
- c 

＋中 1

(ii) 当－ oo<a<+oo 时，对于 f e-( 兀 - a)2 dx ，取 e。＝ - > 0, VA。 >0, 取
o e 

A'= n >A。 ,A"= n + 1,a =a.= n ，则当 n 充分大时，

l(e ( r-a)2 dx I = f +I e （无 “n)2dx = f。1 e - •2 dx > + = e。,
十氓，

由 Cauchy 收敛准则， f e- （ x-a)2dx 在 ae(-oo,+oo) 上不一致收敛．同理
O• 

f0 e 一（文 一a)2dx 在 ae(-oo,+oo) 上也不一致收敛，所以厂 e- （ ， -a)2 dx 在

咋（－ oo,+oo ）上不一致收敛

(3) (i) 当 p;:3:p。> 0 时， I xP -1 ln坛 I 召o - i ln坛，而{ xp0-'ln2xdx 收敛，由 Weier-

strass 判别法，{ xp-1ln2xdx 在 p E [p0, +. 00 ）上一致收敛

1 
(ii) 当 p >0 时，取 P.=_'.:__>0 ，由 于

n, 

I I C xp•-1 ln2xdx I 习n2+ (x+-1dx ＝心了矗）ln古- + oo (p-O +), 

由 Cauchy 收敛准则，可知 f xp-1ln2xdx 在 pe(O,+oo ）上不一致收敛．

＋中

(4) (i) 当 a;:3:a。 >0 时， 1 尸sin x I ~e-“气彦0) ，而 f e - a0元 dx 收敛，由 Weier-
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+., 

strass 判别法， f 尸sin xdx 在 Q E 飞，＋ oo ）上一致收敛．
。

(ii) 当 a >0 时，取 8。 =2e - ", VA >0 ，取 A'= n,r >A, A" = (n + 1),r, a = a. = 

1 
－一，则当 n 充分大时，
n + 1 

I 1:•I)1r e -a,, sin xdx I 江e -1r = e。,

由 Cauchy 收敛准则，厂尸sin xdx 在 ae(O,+oo ）上不一致收敛
。

十改

5. 证明：函数 F(a) = f COS X 

I Xa 
dx 在 (O,+oo ）上连续

证任取[a, b] C (0, + 00), I { cos xdx I ~ 2, 即 JA cos xdx 关千 ae [a,b] 一致
l l l l 

有界；一关于 x 单调，且 Vae[a,b] 成立了<了顶优店与 x-----+ 十 00 时'— ”E [ a,b] ~* T x !'f! 1'J, Ji't/ a E L a, b J ~.l[ ~ ~ j, }Yr I,;,{ _¥3 x-----+ + oo B.f, ~关于

十氓

一致趋千零．由 Dirichlet 判别法，可知 F( ） I COS X 
a,= 

I a dx 在 ae[a,b] 上一致收敛，
X 

+o, 
COS X +“' 

从而 F(a) = f -—dx 在 [a, b] 上连续，由 a,b 的任意性，即知 F(a) = 
COS X 

l x”) ［了-dx
在 (O,+oo ）上连续．

勹

6. 确定函数 F(y)= f~dx的连续范围
0 x ('IT - x) 

解函数 F(y) =f mn x 
o x1 ('TT - x) 

~dx 的定义域为 (0,2) ．下面我们证明 F(;-) = 

f下 y sm x dx 在 (0,2) 上内闭一致收敛，即 Vn>0,F(y) = f sm x 
o x1 ('TT - x) 2-, 

。矿（ 1T-x)
2-ydx 在

yE 五，2 － n] 上一致收敛，从而得到 F(y) 在 (0,2) 上的连续性．

由于积分有两个奇点，所以将 F (y) ＝ f。矿~dx 写成 F (y) = 

L于矿('1T~dx + J; ~dx = F1(y) ＋凡 (y).
当 xe(0,1),y也－ n 时， I sin x' 

I, sm x _ r- sm x xy ('IT 一 x)2- y I 气产，而 J。产dx 收敛，由 Weierstrass
卫

判别法的证明，可知反常积分 Fl (y) = L sm x 

o xr (1T - x) 
~dx 在yE [n,2 -n] 上一致收敛．

sm x 
当 XE 忨－ 1'1T) ，卢 n 时， ~1~

sm x 

矿（ 1T - x) 
2 一＂，而 Jw sm x dx 收

( 1T - x) W 一！ ( 1T - x)2-n 

敛，由 Weierstrass 判别法的证明，可知反常积分凡 (y) = f sm x 
了 Xy ('lT - x) 

2-ydx 在 YE 回，

2-n] 上一致收敛．
1T 

所以 F(y)=r~ 
o xr (1T 一 x)

2- y dx 在 yE 五， 2 - 71] 上一致收敛
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7. 设 J。＋=f(x)dx 存在．证明：J(x) 的 Laplace 变换 F (s) = r= e”了(x) dx 在
。

[0,+00 ）上连续
十云

证 由千 Jo j(x)dx 收敛，即关千 s 在 [O, + 00 ）上一致收敛， e-“关千 x 单调，

且 I e _., I ~ 1, 即 e- ” 在 xE[O, +00),sE[O, +00) 上一致有界，由 Abel 判别法，

F (s) = f = e -"/(x) dx 在 SE[0,+oo ）上一致收敛，从而 F(s) 在 [0,+00 ）上连续

8. 证明：函数 l(t) ＝厂 cos x 2dx 在（－ oo,+oo ）上可徵
o l+(x+t) 

+ .. 

证首先反常积分 I(t) =f COSX 
0 1 +（冗十 t)

2 山对任意 te(-00,+00) 收敛．其

次有

厂开 cos x 2] 扣＝ - f+ 中 ~cos呻
o at L 1 + (x + t) 。 [ 1 +（元十 t) 2 ] 

任取 [a,b], VA >0, IL。A COS 冗d兀 I 豆，即 f。~ cos xd无关于 te [a,b] 一致有界；记 C = 

2 （冗十 t)
max I I a I, I b I l ，当冗＞ c,te[a,b] 时， 2, 2 [ 1 +（元十 t) ] 

关于无单调，且

I 2(x +t) 2 2 < 1 2 ，即当无- + 00 时， 2 （元十 t)
[ l + ( x + t) ] 1 + ( x - c) [ 1 + （无十 t)2 ] 2 

关于te[a,b] 一致趋

于零．由 Dirichlet 判别法，可知－ f 
＋中 2(x+t)

。 [ 1 +（无十 t) ] 
~cos 无山在 te [a,b] 上一致收敛，

所以 I(t) ＝厂 cos x 2中在 te[a,b] 上可微，且有
o l+(x+t) 

I'(t)=-L 
+.. 2 (元十 t) COS X 

。 [ 1 +（元十 t) 2] 2 
d兀．

+ .. 

由 a,b 的任意性，即知 I(t)= L COS 冗
2dx 在（－ 00,+00 ）上可徵

o l+(x+t) 
-a尤

9. 利用
e - e - bx b 

= I e- '' dy ，计算
+'" e 一心－ e -b无

尤[ fo x dx(b > a > 0) . 

解当 ye[a,b] 时， le- '' l~e-•工，而厂 e-“山收敛，所以厂 e- “山关于 y E 
0 JO 

[a, b] 一致收敛，由积分次序交换定理，

。

厂 e -“- e-b父 d元＝ f + 0 d兀 fb e -“dy = f b dy f+~ e -“中＝ b 少＝ ln+.
X JO a 0 fa ya 

10 利用sm bx - sm a无＝ f cos xydy, 计算厂 e-px~元山 (p >0,b > 
无尤

a >0). 

解当 ye [a,b] 时， I 1 cos 尤yd无 1 叶，即 LA cos xy扣关于 ye [a,b] 一致有
界； e -p无关千无单调，且当无- + 00 时， e -px关千 y 一致趋千零．由 Dirichlet 判别法，
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L＋中产cos xydx 关于 ye [ a,b] 一致收敛，由积分次序交换定理，

[ sin bx - sin ax +., b 

e -p尤 x dx = f。 e-p•dx f cos(xy)dy 

b +., 

= f dy f e -p兀 cos(xy) dx. 
a JO 

利用分部积分，

厂 e -p• cos (xy) dx ＝三
。 p- + y 

于是 [0 e pzsm bx ; sm axdx = ［只dy = arctan : -arctan : 

+., dx 1T 

11. 利用 J -- =—— (a >0) ，计算 In = 
o a+ x'2石。 (a + x') 

厂 ~(n 为正整数）．

解 由于厂』兰对一切 ae(0,+00 ）收敛，厂立(—L了）由＝ f＋° -d兀
0 a + x 0 aa a + X 。 (a +尤2) 2 

关于 a 在 (O, ）上内闭一致收敛，因此厂 dx 
+ 00 一一了在 ae(O,+oo ）上可微且成立

0 a+ X 

心「主＝ J/中心(±,)dx = - L。十中 (a dx X2)2, 

所以

d I 11" 

/2= －盂卢）·
同理上述积分仍可在积分号下求导，并可不断进行下去．由

王(a 分） = (- l ) n(2n - 1) ! ！ a 十 n
dan 2n 

与

扩 1 \ (- 1) 几 n!

习二）＝ ( a + x2)n+1, 

即可得到

In = f+° dx = (2n- l) ! ！罕
。 (a +x2).. 1 2(2n) ! ! a Tr. 

12. 计算 g(a)= 『° arctan ax dx. 
I X2;;,.言

g(a) =「 arctan axd F-丁＝千sgn a - f"° ;`｀冗
在最后一个积分中，令 t= ✓了二「，则

勹
+ .. 

g(a) ＝了sgn a -J 
。

解

at2 
2 2 dt 

(1 ＋广） ( 1 + a2 + a2t2) 

号sgn a -a L／中 (1 + 1 a2十十矿矿 t2 - 1 : t2)dt 

211 



212 

I ll 第十五章 含参变量积分

＝子sgn a • [ I a I + 1 -汀了］．

13. 设 f(x) 在 [O,+oo ）上连续，且 lim J(x) =0 ，证明
兀一令＋ 3 

厂~dx = f(0) In-; (a, b > 0) 
X a 

证设 A" >A'>0, 

f: j(ax) x-f(bx)dx = ［气山－ fA飞尸

“ “ X bA”f(x) bA'f(ax) bA 缚 J(bx)

= L气dx - fbA 丁dx= f 丁山－ faA” 了－dx
= [/(~1) - J(~2) ] In 一

b 
a' 

最后一个等式利用了积分中值定理，其中 t1 在 aA'与 bA'之间，＆在 aA”与 bA”之间．令

A'--+0 +,A"--+ + 00 ，则 t1--+0 ，女一＋ 00 ，由 f(x) 在 [O, + oo ）上连续，且卫巴j(X) = Q, 

即得

厂 f(ax) －f(bx)dx =f(0)ln 上．
0 X a 

14. (1) 利用厂 e -,2 dy ＝五推出 L(c) = f+.. e- y， 启 dy ＝五~e - 2'(C > 0) ; 
2 2 

dl 
(2) 利用积分号下求导的方法引出—= － 2l，以此推出与 (1) 同样的结果，并计算

de 

厂 e 勺－合dy(a >0,b >0). 

解（ 1) 令 y ＝于，则
+ O c2 

L(c) = f- e 子－百dy = 
。

厂 e 一 12 气－dt
0 t 

= f +O _ 2 ＿已 c
e y 产一－d

。
2 y, 

y 

于是

2L(c) = l厂 e 产合 (1 +7)dr = 1。+~ e-( r -f)'-2cd(y-勹

再令 y －上气，得到

千是

y 

L(c)= f~ e 于片dy=二厂 e -,'dx ＝五e -2c 
o 2 -~2 

(2) 利用积分号下求导，

灶＝－ 2c 』+~ 1 c2 
de 

下e 子－;1dy=-2L,
y 

dl 
L 
—= -2dc, 



对等式两边积分，得到

厂注意到 L(O)= 二!，所以
2 

令 t ＝丘y ，得到

L(C) = L。 e -2, ' 

L(c) ＝五e -2, . 
2 

f:..e -ay2 卢dy ＝卢 f；..e _,2 节dt=`屯

§ 3 Euler 积分 I ll

15. 利用[.. e玉心） dt =h,itJJ= J = f.. 竺圭
。

2 2 ，计算 J = L 2 2dx (a>0) . 
a ＋无 a ＋无

解首先有

]=』＋中罕山＝』＋中 cos f3xdx f 00 e 一 1 ( a2 ＋丑） dt
a- + X- JO. JO 

十之 十中

=』 dt 』 e 寸< a2 .,2 > cos f3xdx. 

利用例 15.2. 8 的结果

十”

I( 元） = f- e -•2 cos 2兀tdt = 石－,2
e 

2 

可得

』+~ e - "2 cos/3xdx=7i f~ e-••'cos(2 产）d（品） ＝｀e 序，
千是

J ＝石厂 e-（气）叶＝卫e - al/JI 
o 2a' 

其中最后一个等式利用了上题的结论．

I. 计算下列积分：

(I) L1 ~dx; 
。

(3) f 1 dx 

。沉
(n>l); 

(5) 』
＋心芯

(l + X) 
2dx ; 

§3 

＋中

(7) f xme-'"dx(m,n >0); 
。

Euler 积分

(2) f " dx ; 
° ✓3 - cos 无

(4) L十。二心(n>m>O);
1 + X 

(6) f于 sin7 xcos-½-xdx; 
。

I 

(8) f xp-I (l －矿） q 一 1dx(p,q,n >0). 
。
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于是

解

3 

(1) f: 尸dx = f。I X+ ( 1 - x)+dx = B甘卒）＝r` 
＝甘（点）＝f

(2) 作变换［
1 - COS X 

t = 
2 

，则

I I 

x = 2arcsin tT, dx = 
dt 

, 3 - COS X = 2 (1 + t了），
沪』

l 

』“ dx ＝上 I 产(I - t) 分dt ＝上B 上上工二 2石° 25 (4'2) 

(3) 作变换 t ＝矿，则

fl dx 11, 1 1 1 

°汃二了 n Jo 
=- J 卢 I (1 -t) 一了dt= —B( — ,1 --;) =~ 

n\n nJ.'TT 

(4) 作变换 x宁＝ tan 0 ，则

nsm-一
n, 

厂二玉＝主广 tan午－ l(Jd(J ＝气~ sin午－ 1(Jcos1-午8d(J ，
0 1 +矿 n o n o 

再作变换 t = sin2(J ，得到

于是

』＋中二中＝上 fl t于 1(1 -t) 子dt ＝上叶 ~,l －气＝ 1T 
1 + x" n Jo ·, n \ n · n J. m1r 

X 
(5) 作变换 t= —一，则

1 + X 

t. 1 
x= —一， dx = 

I -t'(I -t) 

nsm 

2 dt , 

I 

Jo.. 中 (l?x) 2dx = f。 t+(l -t)+dt = B(归）

(6) 作变换 t = sin2x ，则

叶叶）叶） = T'TT 二
4sin ~ 2迈

4 

3 
工 l r(4)r -

LT sin 7 xcos + xdx= 上 L't3 (1 - t) -¼ dt = T l (4) 
o 2 o 2 3 4) 中＋－

= 3 ! ＝巠
15 11 7 3 1 155 

2x — X-- X-- X--
4 4 4 4 

(7) 作变换 t=x九，则

n, 



f。十一无me”ndx =+ f。＋中产 1 e -'dt ＝扛（气）

(8) 作变换 t ＝矿，则

§ 3 Euler 积分 I ll

{xp-1(1- 矿） q-1 d兀=+ f。I t 1;- I (1 - t) q - I dt = + B (~'q) 
十竺》

2 证明： f +0 e 尤0dx ＝上平）（ n 为正整数），并推出 1imf e X“dx =1 
o n \ n 尸中 O

证令 t =无几，则

f。＋中 e -•"dx =-; L。+., e-1t+-1dt=扫（订

利用 f(s+l) =sf(s) 以及 r 函数的连续性，得到

.., ··" - - _ f. l 
叫0 e“dx ＝皿叶 1 ＋了） =f(l) = 1 

+“' 
3. 证明： r （ s) 在 s>O 上可导，且 r' （ s) = f x$ － 1e 一尤 In xdx. 进一步证明

。

r( n) ( s) = ［＋中无s-1 e ?(ln x) n中 (n~l). 

证 f／中：, - I e 一 X) d元＝ L+ 中 x•-l e 一无 ln xdx. 任意取 0 < s。< S。< + OO. 

当彦So ，无 e(O,l] 时， Ix'沪lnxl~x•o-l jln 无 1 ，而{ x•o- l I In x I dx 收敛，所以

f1 无，- I e 一无 ln 无中在泛 S。上一致收敛；
。

当 s :!:S s。 ,xe[l,+oo) 时， 1 尤'-1 e -兀 ln x I :!:S x5。 e 一无，而 J+0 xs。 e-无心收敛，所以

厂无, -1 e 一兀 ln ％山在 s 心。上一致收敛．

这说明 J／中无，飞尸ln x山关于 s 在 (O,+oo ）上内闭一致收敛．于是 r(s) 在 s>O
+0 

上可导，且 f'(s) = I x•-le-'ln xd兀．
。

进一步，若 r(n-1 ) （ s) = f＋中无s-le”(ln x)n-1dx ，类似千上述的论证过程，可知
。

f。＋心沪,-ie-'(ln 元） .-1] d兀＝ l＋~无$－ 1 e -, (ln 兀） n中在 (O,+oo) 上内闭一致收敛，故

＋中

r(n-1 ) (s) 在 s>O 上可导，且尸 (s) = f xs-1e 一• (ln x) "dx. 
。

4. 证明 lim r(s) = + oo. .~ + O 

证 首先易知 r(l)=f(2)=L 由于 r(s) 在 s>O 上可导，由 Rolle 定理，可知

3x0 E (1,2) ，使 f'(x。) =0. 
+ O 

由上题，广(s) = f x' － 1 亡ln2xdx >0 ，千是在 (x0, + 00 ）上 f'(s) >0 ，因此 r(s)

在 (x0, + 00) 上单调增加．再由 r([s])~f(s)~f([s] +l)(s>x。)以及 f(n+l)=
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n! - + 00 ，得到

lim f (s) = + oo. 
3-J +., 

I 

5. 计算 f lnr(x)dx. 
。

解作变换 X = I - t ，则

f。 lnr(x) dx = f。I ln r(l- t) dt = f。I In r (1 - X) dx' 

相加后利用余元公式，即得到

2 L'In f (x) dx = L'In [ f (x) f (1 - x) ] dx = L'(ln 1r - In sin 1TX) dx 
0 JO JO 

再由

f。1 In sin,rxdx =-;-』..In sin udu = - In 2, 

得到

L1 ln r (X) dx = ln 尽
。

6. 设 fl=! (x,y,z) I x2 +y2 +z飞 I I. 确定正数 p，使得反常重积分

l = llI dxdy卢
(J 

(l - x2 - y - z2)P 

收敛．并在收敛时，计算 I 的值．

解 利用球坐标变换，可得

l = f。2,r d0 f。"sin 吵p f。1~=4'1T f。1 (1r:drr2) P 

由此可知当 p < I 时，反常重积分 l=1II(1 x 
dxdydz 
2 2 2 p 收敛．且当 p <1 时，

n y z) 

1=2'1T f。1 (l -dr2 2)p = 2'1T f。1 t+(I -t) -pdt =2'1TB(½,1-p) 

7. 设 fl= !(x,y,z) lx;;;,;O,y;;;,;O,z;;;,;O} ．确定正数 a,{3 ，丫，使得反常重积分

l = 1II dxdydz 

n I +x0 +/ +zY 

收敛．并在收敛时，计算 I 的值．
. l. 

x=u 。 , 

解作变换｛产，则
l. 

z =WY , 

I 
8 u令 － IV卡－ IW今－ 1
飞旷 ~dudvdw,

0 ' 
l + u· + v· + w 

其中 a'= l (u,v,w) I u;l!:0,v;l!:0,w;l!:01. 



§3 Euler 积分 Ill

u 
贝

, 

, 。

。

n 

s 

.1 

。
cs, 

9. 

中

3

rsmrsmg ______ UVW 
一
＇
『

令再

8 厂
2 2 2 

卫-+~—＋一＋－－－2 2 2 2 2 2 r“B Y 

I ＝石。 sin½-10cos~-10d0r sin产冷cos了冷d中 Io l + r2 dr 

对千上式中所包含的前两个积分，有

f于 2 2 1 于 1
o sin了一 10cos了－ 10d0= 了 f。 (sin2 0) 百－ 10(cos2 0) 了－ 10dsin20

叶 f。I t卡－ I (I - t)-!;- - I dt ＝扫（：上）

f。千 sin曰冷cos令飞如＝扫（-;+},甘
对千第三个积分，有

+~ r主分分－ I I 产分分－ l + ~ r: ＋贪＋令－I dr = I 2 dr + I 2 dr 
o 1 + r2 o l + r l l + r 

l 产分十; - l + ～卢启－ l
因为一＋—

2 2 2 
+- -l > － l ，所以积分 J 2 dr 收敛，而积分 J 2 dr 当且

a ·13 ·,,。 1+ r 1 1 + r 

2 2 2 1 1 1 l l l 
仅当一＋—＋ - - 1 < 1 即—+ - + - < 1 时收敛．所以当一＋—＋－ <1 时，a'f3 · y • - • -.- a · f3 · y · - · • v- -/- ·- • - · ~ a f3 y 

f 
＋中斗斗上－I

ra /3 y 

2 
dr 收敛，从而原积分收敛．

o 1 + r 

这时作变量代换 r2 = t ，得到

+o, 卢分 ++-I. 1 f+"'t-;;- ＋古 ++-I' 1 ~/ 1. 1. 1 

fo l +r2dr ＝了 fo 1+t dt ＝了主丁了'l -（：分分））
所以

注

I ＝右B片计(-;古，轩（；分分， 1 --;-½书

古心）心）叶）中－；－t勺
+= r令分分－ l 

对积分 f 2 dr ，也可令 r = tan 0 ，同样得到
o 1 + r 

。
d j 2

一Y
+ 

2-P 
+ 令

、
．
丿

。n a t ( 千l 
= r d 

l 

2 r 

2

一Y
+ 

2-B+ +1 2-

" r 8 + l 

= f于 (sin 0)；厂 1(cos 0)1-~ 责令d0
。

＝上叶上十上＋ ¼,1 －上＿上＿上）
2-\a /3 -y'a /3')' 

8. 计算

I= ff xm-1尸 (1 - x - y) p-t dxdy, 
D 
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其中 D 是由三条直线 x=O,y=O 及 X + y = I 所围成的闭区域， m,n,p 均为大千 0 的

正数

解作变换{:::＇，叫言:,l -v) ，且：仁心＝ u，该变换将区域 D 映照成正
方形：

j(u,v) IO~u~l,O~v~lf. 

千是

l = f。I um+ n - I (1 - u v-1 du L。1 尸 (1 -v)"'-1dv=B(m+n,p)B(n,m) 

f(m)f(n)f(p) 
= f(m+n+p) · 

注 当 p > 1 时也可以有如下解法：

将积分化成

I= (p -1) f 元m -1 r•-1 z1'-2 dxdydz' 

其中 a 是由平面元＝ O,y=O,z=O 与 x+y+z=l 所围的区域．

到得就

, 

, 。

。

n 

s 

,1 

。
cs 

中
中

3

rsmrsmg ==

l­

UVW ·,. 

与, 

, 
2U2V2W ______ xyz 

·,· 

令再

于
l=&(p-I) J: sin2"-10cos2m-l0d0 L于 sin2m +Zn - I<pcos2p-凇d<p f。I,zm+2n+2p-3dr,0./0 

其中

f。于 sin2" - i 0cos2m -10d0 =宁 f0千 (sin20)"-1(1-sin20)m-ldsin20

1 =—B(n,m), 
2 

L于 sin2m +2n -1 ({ICOS2p 一 3中如＝上厂 (sin2'P)m+n-l(l -sin2({1)p-2dsin2 
2 

sin 中－sin 沪 dsin 中
。

I =—B (m + n,p - 1), 
2 

Jl r2m +2n +2p-3 dr = 1 
o · -· 2 (m + n + p - 1)' 

于是

p -1 
I= ~B (n, m) B (m + n,p - 1) = 

f(m)f(n)f(p) 
m + n +p - l r(m + n +p) . 

于
9. 证明 f tan”xdx = 

7r 
(lal<l). 

o a'Tl' 
2cos — 

2 
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证 f。于 tan°xdx = L。于 sin°xcos - 0 xdx ＝扣（罕，Y)

宁（宁）叶宁）＝ 1T = 1T 
2sin~ 竺

2 
,r 2cos 

2 

10. 设 0<cx<2,0<k<l ，证明：
,r a 

f。 (1 ：二）a 1 1 +：e中OS 中五（启） 'TT 

Q! 
sin 一'TT

2 

证 作变量代换 t = tan 立，则
2 

[ (1 :InC0：中） a1 1 + ：:OS 中＝ 2 f。＋中
ta - 1 dt 

(l+k)+(l-k)i2' 

再作变量代换《［三t = tan 0 ，则
1 + k 

8 + 
f
_

扣

2 
(1 +k~卢启）af。于 tana - 10d0 

矗启）af。于 sina - 1 0cos 1 - a0d0 

＝士（平护（扣奇）
｀店）ar（号）中号）

1 " 

＝口（启） 1T 
a, 

sin 一－1T
2 

这里最后一个等式利用了余元公式．所以

f。1Th 二＼）o l 1 +：e中OS 丿＝士（主订 71' 

Q! 
sin —71' 

2 

11. 设 O~h<l ，正整数 n;;.,;3. 证明

r n -1 

f (1 -t卢气(』
r（号）

证 作变量代换 t = hu ，则

f。h(1 - t2) 宁dt = h L。I (1 -心）宁妇h f。I (I -忒）宁du,

再作变量代换 u = sin 0 ，得到
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1 千 h l n - 1 
h f。 (1 －记）宁du =h L。 cos" -2 (Jd(J ＝尹（了勹－）

叩（宁）＝丘r（宁）h
吁） 2 吁）

h_2 
= 

所以

[ ;:;r（宁
(1 - t2) 宁dt已）h.

2 叮）
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第十六章 1
Fourier 级数

§1 函数的 Fourier 级数展开

1. 设交流电的变化规律为 E (t) = A sin wt，将它转变为直流电的整流过程有两种

类型：

(1) 半波整流（见图 16. 1. 1 (a)) 

A 
f, (t) ＝了(sin(J)t + I sin(J)t I) ; 

(2) 全波整流（见图 16.1.l(b))

儿 (t) = A I sin(J)t I ; 
现取 w = I ，试将f1(x) 和f2 (x) 在［ － 1T ，式展开为 Fourier 级数

l 订 2A
解 (1) a。=－ f 八 (x) dx= —, 

1T J-,, 1T 

1 r" 
an = -ff1 (x) cos nxdx 

1T J-" 

2A 
= - 叭 n2 - 1) 

(n=2,4,6,···), 

I r" a.=-;;f 八 (x) cos nxdx = 0 (n = 1, 3, 5, …) ; 
1T J-" 

1 r" -, , . . A 
bl =-fj (x) sin xdx =-1f J_,,JI,.., -··· ··-·· 2' 

I r" 
bn = － f 八 (x) sin nxdx = 0 (n = 2, 3, 4 , · · ·). 

1T J-" 

~ 
八 (x)

A A . 2A ~ cos 2kx 
~- +-sm x --2 2 

T 2 1T k=1 4K - I 

(2) a。=」『儿 (x) dx ＝竺
Tr － 下 Tr

1 a.=— f下儿 (x) cos nxdx = -
4A 

T - T 1T(n2 -l) 
(n=2,4,6,.. ·), 

l r" a.= — f 儿 (x)cosnxdx=O (n=l,3,5, …) ; 
'IT J- ... 

(\_f\__ 
(a) 

/VVV\ 
(b) 

图 16. 1. 1 
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b 
1 r" 

n =-;- J 儿 (x) sin nxdx = 0 
1T J-,r 

(n=l,2,3,···). 

c 

儿 (x)
2A 4A cos 2kx 
～一

T T 2 ~ 4k2 -1 

2. 将下列函数在［ － T，式上展开成 Fourier 级数：

(1) J(x) = sgn x ; (2) f(x) = I cos x I ; 
x2 

(3) J(x) ＝了子 （ 4) 如） = { x, XE[ -1r,O), 

0, XE[0,1r); 

(5) J(x) = {ax, X E [ - 1T,0) , 
加， xe[O,,r).

解 (1) J(x) 为奇函数，所以 a"=O (n=0,1,2,···), 

b 
1,r 

n = -:; f ~ J(x) sin nxdx = 
2 (1 - cos (n,r)) 

1T J-,rn,r 
(n=l,2,3,···). 

4 中 sin(2k-l)x
f(x) ~—-1T ; 2K - 1. 

(2) /(X) 为偶函数，所以从＝0

l 丁 4

a。= - J_'~f(x) dx =—, 

(n=l,2,3,···), 

'lT - 下 'lT

1 r" 
an =-; L~ J(x) cos nxdx = -

4(-1)f 
2 

'TT -丁 'TT （ n" - 1) 
(n=2,4,6,···), 

l 1T 

an=-;- f~/(x)cos nxdx =0 (n=l,3,5,.. ·). 
'IT J -,r 

。

2 4 
f(x) ~---2 (- 1) k 

cos 2kx. 
'TT'TT~ 4k2 -1 

(3) J(x) 为偶函数，所以从＝ 0 (n=l,2,3,···), 

l 下 5 2 

a。=－ J f(x) dx = --1T , 1T J-,r J ' , ... . 3 

l T 

an=-;; f~J(x)cos nxdx = 
2 (- 1) n 

1T J--rr n 2 (n=l,2,3,···). 

° 

f(x) 
5 2 2(- l) n 

x) ~－飞'1T +~ ~cosnx. 

1 r" 丁r
(4) a。 =-f~f(x) dx = 'TT J_,,J,.., --- 2' 

1-(-1)" 
an=-;- f,,f(x)cos nxdx = 

下－下 Tn2

b 
l r" 

n = - J 如） sin nxdx = 
'TT -“ 

cos(n,r) 
n 

;;-;-1 n 

(n=l,2,3,···), 

(n=l,2,3,·..). 

中

1T. 2 ~ cos (2k + 1) x 
中 n+I

f(x) ~ --+-2 (- l) . 
+ I 4 

sm nx. 
1T k=。（ 2k + 1) 2 "= I 

n 

1 r" 
(5) a。 =-f~f(x)dx = 

'1T ( b - a) 
'1T -'Ir; ', -- 2 



§ 1 函数的 Fourier 级数展开 Ill

1 r" 
an= —f ~ J(x) cos nxdx = 

(a-b)(l-(-1)") 
2 

'TT -T'TTn 
(n=l,2,3,···), 

1 r" 
bn =-;; f~J(x)sin nxdx = -

(a +b)cos(n,r) 
,r J-1r n 

(n=l,2,3,···). 

匀

f(x) ~ - (a - b)'IT2(a-b);, cos(2k+l)x. t..,., ;, (-1)"+1. 
4 + ~ L ~ + (a + b) L ~sin nx. 

'IT k=。（ 2k + 1) 2 n=l n 

3. 将下列函数展开成正弦级数：

(1) f(x) ='IT + x,xe[O,'IT ] ; (2) j(X) = e - 2', X E [ 0,'lT ] ; 

(3) J(,) =『'ITX, xe[o ，千），

XE 甘叶；
(4) J(x) = {cos :' 

0, 

xe[0,1), 

xe[l,2]. 

解
2 r" 

(I) bn =-;- f /(x)sin nxdx =2 • 
1-2(-1)" 

'TT JO n 
(n=l,2,3,···). 

f(x) ~ 22 ;1-2(-1)". 
sm nx. 

n=I n 

2 r" 
(2) bn =—r /(X) sin nxdx == 

2n [ 1 - (- 1) "e -2"] 
'T1' 。 'Tl'(4 +忙）

(n=l,2,3,···). 

J(x) ~— 
2.; n [ 1 - (- 1) "e - 2" 

I~sinnx. 'T1'f;-\ n2 + 4 

(3) b" 
2 r" =— L" J(x) sin nxdx = 
'lT 。

-2[ 吓(-1)" -2sin 罕l
邧2

(n =1,2,3,..,). 

'.'.... r 2 
f(x) ~ 2 [—(-l)n+l 

4. n'Tl' 
b[-;(-l)n+l+'Tl'~sin 了］ sin nx. 

(4) 从＝气f(x) sin xdx =.!.. 
2 。 'Tl' ，

n'1T 
21 n - sin — 

b 
2 r2 

n =— f /(x) sin nxdx = 
(n - sin T) 

2 2 。 '1T （ n - 1) 
(n=2,3,4,···). 

. n,r 
~ n - Sill — 

f(x) 
1.,r 2 

x ~—sin —x +— 2 2. n,r 
2 Sill —x. 

'lT 2'lT n=2 n- 1 2 

4. 将下列函数展开成余弦级数：

(I) f(x) = x('TI' - x),xe[O,'TI' ] ; (2) j(X) = e无， XE [O ，式；

(3) J(x) =｛厂 2x, X E [0 ，于），
'1T'1T 

(4) f (x) = x - --;;;- + I x-—,XE [O,'1T ]. 
XE ［千于］ ; 2 · I 2 

解 (1) a。＝气f(x)dx =~ '1T o3' 

2 r" 
an= —{ /(x) cos nxdx = -

2(1+(-1)") 
'TT 。 n2

(n=l,2,3,···). 
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2 ® 

'lT 
f(x) ～了－ 2 · cos 2kx 

k = 1 k2 

(2) a。 =2 『 J(x) dx = -:;(e" - 1), 
'IT JO'lT 

2 r" 
a. =-:; r /(X) cos nxdx = 

2[e"(-1)"-1] 
2 

'TT 。 'TT （ l + n) 
(n = I,2,3, ···). 

f(x) ~—(e"-1) +— 
l 2 OO [ (- l) ne1T - l ] 

L~cosnx. 
'Tl''Tl'f;-\ n2 + 1 

(3) a。＝土 J于 J(x)dx =~'Tl', 
'Tl'JO'Tl' 

4 2 
卫

al= — J 八 x) cos 2xdx =－一，1 
'Tl'JO'Tl' 

an ＝勹勹（ x)cos 2nxdx =~(sin空－ n 'TT 。 '1T （ n - l)n 2) 
(n=2,3,4,···). 

/(X) ~ (-;分)－ -;cos 2x - ~ t h(-;sin 罕－ 1) cos 2nx 

(4) a。＝汀/(x) dx ＝卫
1T o2' 

2 『
叶(- 1)" - cos 竺

2 
an= — /(x)cos nxdx = 

] 
(n=l,2,3,···). 

1T 。 1T忙

1T 4.;..... [ (- 1) n - COS 竺
f(x) ～丁了 2 2 

2 ] 
cos nx. 

;;-;;-1 n 

5. 求定义在任意一个长度为 2,r 的区间 [a,a +2,r] 上的函数J(x) 的 Fourier级数及

其系数的计算公式

a。~解设J(x) ～了＋~ (an cos nx + b"sin nx) ，则

f+2" /(x)cos mxdx = L厂［夸＋ t1 (a" cos nx + bn sin nx)] cos mxdx 

a。 a+2下 ~0+2T

＝了f +z,, cos mxdx + t (a" ia+z,, cos nx cos mxdx + b" f +2w sin nx cos mxdx) 

=am'lT (m =0,1,2, …), 

f +zw /(x) sin mxdx = L厂［夸＋ t (a"cos nx + b"sin nx)] sin mxdx 

a。 a+h
oo 

＝了 r _,, sin mxdx + b (ania+h cos nx sin mxdx + b" f +h sin nx sin mxdx) 

=b五 (m=l,2,···),

所以

an= 上 f +z,, /(x) cos nxdx 
'IT Ja 

(n=O,l,2,···), 
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b" =上厂f(x) sin nxdx (n = 1,2, …). 
'TT a 

6. 将下列函数在指定区间展开成 Fourier 级数：

(1) j(X) ＝气立，xe[0,21r];

(3) /(X) = X, X E [ 0, 1 ] ; 

(2) /(X) = x2,XE [ 0,2'TT ] ; 

(4) j(X) ＝厂'
。

(5) /(x) = { 
C, xe[ -T,O) 

(C 是常数 ．
0, x e [O,T) 

) 

I 石
解 (1) a.=-;f.J(x)cosnxdx=O (n=0,1,2, …), 

1T JO 

1 r2" .,' .. 1 从＝—［ f(x) sin nxdx =— (n=l,2,3, …). 
1T JO n 

° 

f(x) ~ 2 上sin nx. 
n n = I 

(2) a。＝上广肛） dx ＝三，
'TT o 3 

1 2“4 
a几＝— f.. /(x) cos nxdx =— (n=l,2,3, …), 

'TT 。 n2

1 r2" ,,, .. 4'TT 从＝— r· /(x) sin nxdx = - ~ (n = 1, 2, 3, …). 
'TTo n 

° 

XE[ -},0), 

XE[O,l); 

4 l'TT . J(x) ～了矿＋46 臣cos nx- 了sin nx) 

I 

(3) a。 =2 { /(x) dx = 1, 
。

a. = 2 L1 /(X) COS 2'TTnxdx=O (n=l,2,3, …), 
。

b. =2 L1 肛） sin 2'TTnxdx =－上 (n=l,2,3, …）．
n'TT 

。

1 1 
如） ~___ 2 

2 'TT n = I 

l l 
(4) a。= f f(x) dx ＝一（ 1 -e-3), 

一 I., ', ---- 3 

1. 
一－sin 2'TTnx. 
n 

1 3 
an = f f(x) cos'TTnxdx=6[1-(-l) "e - 3] (n=l,2,3,···), 

-I" .. 9 + n'TT 

从＝ L J(x)sin'TTnxdx =~'TT[ -1 +(-l)"e-3] (n=l,2,3, …). 
- I 

2 2 9+n'TT 

1 
J(x) ~—(1 -e-3) + 2 

6 
。 {~cosn'TTX- n'TT [ l- (- l)ne -3 ]. 

n=l n宁＋9 n宁＋psinn'TTX}· 

1 T 

(5) a。= -LJ(x)dx = C, 
T J-r 

T 

an ＝上 {J(x) cos竺
T T J-r 

dx =0 (n=l,2,3,..,), 
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l T. 1Tnx C 
bn =— {J(x)sin —dx =—[-l+(-1)"] 

T -TT n1T 
(n=l,2,3,···). 

f(x) 立互； 1 sm (2n - l) 气．
2 7r ~ 2n - 1 -- T 

7. 某可控硅控制电路中的负载电流为

O=:;;;t<T,。,0, 

I (t) = G ~in wt, 

I 

T。 ~t < T, 

2,r 
其中 Q 为圆频率，周期 T= —-．现设初始导通时间 T。=—

T 
o 8 

（见图 16. 1. 2) ，求I(t) 在 [O,T] 上的 Fourier 级数．

2 T 

a。=— f f(x) dx = 
5 （及－ 2)

T Jo J''- 2,r 解
图 16. I. 2 

2 T 2'lTX 
al= —J f(x) cos —dx= -i; 5 

T o T 4'lT, 

an =3 fTf(x)cos 2'lTnxdx 
TJo ", T 

5 r 1 =—[—- (n + l)'lT1 (n-1)'lT 2 
2'lT n+ 1COS 4 一言cos~ 十忙－ l l 
(n=2,3,4,···), 

2 T 

b,= —{ J(x) sin —dx = 
. 2,rx, 5(7,r +2) 

T o T 8T 

b 
2 T 2'1Tnx 5 1 

n =7 fo f(x)sin dx = [ (n+l)'IT 1. (n-l)'IT 
T 云言Isin 4 飞言sin~]

(n=2,3,4,.. ·). 

J(x) 
5, ~ 5 I 5 35\. ～一石(2 -Ii) －石cos wt+ （石飞） sin 叫＋

5 
。

—2 [—-cos 
1 (n+l)'IT 1 (n-1 厅 2

2'1T n=2 n+ 1 4 一言ICOS 4 勹言] cos nwt + 

5 
（其；

- 2 [——sin 
1. (n + l) 1T 1. (n - l)'!Tl. 

2'1T n=2 n+ l 4 一二产 p]sin nwt. 

8. 设 f(x) 在[ -'IT ，式上可积或绝对可积，证明：

(1) 若对于任意 x E [－ '1T ，叫，成立 f(X) : f (X +'1T) ，则 a2" - 1 = b五 1 =0; 

(2) 若对千任意 XE[ － '1T ，式，成立j(X) : - J(X +'1T ），则 a2. = bin = 0. 

证
1 r" 

(1) a2n - I =— f ~ J(x) cos (2 n - I) x dx 
'IT -1T 

1 ° 1 1T 

=--;; f,, J(x) cos (2n - 1) xdx +--;; r J(x) cos (2n - 1) xdx 

1 r" 
=--;; r J(t) cos [ (2n - 1) t - (2n - 1 厅］ dt + 

'IT 。

1 1T —r /(x) cos (2n - 1) xdx 
1T JO 

（令 t=x+'TT)
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=0 (n=l,2,3,···), 

bin-I=--; f~/(x)sin(2n -1)xdx 'lT -下

=-; f_" f (x) sin (2 n - 1) x dx + -; L。"f(x) sin (2n - 1) xdx 

=—r /(t) sin [ (2n - 1) t - (2n - 1)'lT ] dt + 
'lT ° 
1 r" --; L" J(x) sin (2n - 1) xdx （令 t = X +'lT ) 
'lT ° 

=0 (n=l,2,3,···). 

(2) a2n ＝上「 f(x) cos (2nx) dx 
'lT -,r 

1 ° 1,r 
=-:; f,.f(x)cos(2nx)dx +--; r /(x)cos(2nx)dx 

l 7 1 =了 f。如）cos(2nt -2n'lT ） dt+了 f。"/(x)cos(2nx)dx （令 t =x +'lT ) 

=0 (n=l,2,3,···), 

妇＝上『如） sin(2nx) dx 
'lT -“ 

1 ° 1,r 
=— f,,f(x)sin(2nx)dx +--; r /(x)sin(2nx)dx 

'lT -,r 士[ -f(t)sm(2nt-2n'lT ） dt』心［阳）sm(2nx)dx （令 t =x +'lT ) 

=0 (n=l,2,3,·..). 

9. 设f(x) 在 (0,'lT／2) 上可积或绝对可积，应分别对它进行怎样的延拓，才能使它

在[ -'lT ， 'lT ］上的 Fourier 级数的形式为
中 中

(I) f伈） ~ L a.cos(2n -1)x; (2) / (x) ~ 2 从sin 2nx. 
n • I n = I 

解 （ 1) 显然，f(x）为偶函数，而且

2 r" a五言 L 肛） cos(2nx) dx 

三．
2 2 2 

=—r f(x)cos(2nx)dx +-:; {f(x)cos(2nx)dx （令 t ='IT 一 x)
'IT 。

=: f。于肛） cos(2nx)dx +;［:'IT 一 t)cos(2nt) dt 

所以

2 2 
工

=— f [J(x) ＋J丘－ x) ]cos(2nx)dx =0, 
'IT 。

f (X) + j('IT - X) = Q, 

于是f(x) 可以按下面方式进行延拓：
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-f('TT + x) , 

/(- X)' 
j(x) = 

f(x)' 

XE (－ 1T ，千），

XE(-f,o), 

X E (0 ，千），

寸（ ,r-x), xe(f叶

(2) 显然，J(x) 为奇函数而且

2 下

b坏－ l =—r /(x) sin [ (2n - 1) x] dx 
1T JO 

所以

=: f。于 f(x) sin [ (2n - 1) x ] dx + -;[；如） sin [ (2n - 1) x ] dx（令 t=,r-x)
2 

工
2 2 

=--; { J(x) sin [ (2n - I) x] dx ＋了』勹(1T - t) sin [ (2n - I) t] dt 

2 千
=—r [/(x) +/(TI-x)]sin[(2n-l)x]dx=0, 

'IT JO 

f(x) + I丘－ x) =0, 

于是J(x) 可以按下面方式进行延拓

f('TT + X)' 

-f(-x), 

j(x) = 
I 

f(x)' 

- /('TT - X), 

XE (-,r, -f), 
XE(-f,o), 

XE (0 ，子），

XE( 千，叶·
10. 设周期为玩的函数J(x) 在［ － 1T ，式上的 Fourier 系数为 an和 bn ，求下列函数

的 Fourier 系数也和从：

所以

(1) g (X) = j(- X) ; (2) h (x) = /(x + C) (C 是常数） ; 
l” 

(3) F(x) =-:; f~f(t)f(x -t)dt （假定积分顺序可以交换）．
'Tl")-,< 

l T 1 解 (1) ii,. =--; r~ g(x) cos nxdx ＝了［勹"(- x) cos nxdx （令 t = -x) 

＝上『 J(t) cos ntdx, 
'Tl" J-,< 

也＝ an(n=0,1,2,···),

1 r" , ,.. 1 从=--;- f,., g(x)sin nxdx= 了［八－ x) sin nxdx (令 t = -x) 



所以
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1 r" 
= - --; f ~ /(t) sin ntdx, 

'IT -1f 

仇＝ －从 (n=l,2,···).

(2) 因为 x + CE[ － 1T,1T] ，所以 XE [一 1T-C,1T-C].
l 下－ C l 

也＝了 [T-C h(x)cos nxdx =; f二ccf(x + C)cos nxdx （令 t=x+C)

= - I介 f(t) cosn (t - C) dx 
'IT -T 

=-; f,, f(t) cos nt cos nCdx +-; {,, f(t) sin nt sin nCdx 

= a" cos nC + b" sin nC (n = 0, 1, 2, · · ·), 

仇心I一~,,-_cc h (x) sin nxdx =-; {,,-_cc f(x + C) sin nxdx (令 t = X + C) 

1 r" =— I 八 t) sinn (t - C) dx 
'IT -T 

=」『 /(t) sin nt cos nCdx －上『／（ t) cos nt sin nCdx 
'IT -"'IT J-,r 

= b" cos nC - a" sin nC (n = 1, 2, · · ·). 

(3) an = ；『~ F(x)cos nxdx =-; {,,［江f(t)f(x - t)dt] cos nxdx 

（交换次序）

1 r" r 1 r" ＝； L 匕f/< X - t) COS n叫 f(t) dt 

当 n =0 时，

1 r" r l r"., . ., N ,, 1 r" a。 =;L l;fTf(x - t) 叫 /(t) dt = --; f ~ ao.f(t) dt = a~, 

当 n >0 时，

_ 1 r" r 1 r" 
an =--; L [』j(x - t)[cos n(x - t)cos nt - sin n(x - t)sin nt]dx] 八 t) dt 

1 r" 
=--; f~ (a.cos nt -b"sin nt)f(t)dt =a! -b! (n =1,2, …). 

'IT -丁

从士 J_: F(x)sin nxdx =-;［国如）J(x - t) dt) sin nxdx（交换次序）

l r" r 1 r" ｀下［古（x - t)sin n叫 f(t) dt 

＝上『［气~f(x - t) [sin n(x - t)cos nt + cos n(x - t)sin nt]dx] 八 t) dt 
'IT -" l'IT-下

＝上 f,,. (b.cos nt +a"sin nt)f(t)dt =2a.丸 (n = 1,2, …). 
'IT -T 
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§ 2 Fourier 级数的收敛判别法

I. 设 ,/J (X) 在 [O,+oo ）上连续且单调， lim,f,(x) =0 ，证明
工一哱 十改

lim 厂 1/J (x) sin pxdx = 0. 
p一＋ "JO

证 因为 lim f/J(x) =0 ，所以存在 N>O ，使得当 x~N 时， 1 山 (x) I < i. 利用积分
尤-+oo

第二中值定理可得
A IJ: f/J(x)sinpxdxl = 11/J(N) J: sinpxdx + f/J(A) f sinpxdxl 

e 
< I f sin pxdx I + I f sin pxdx I 叶 (VA> N), 

因此『
N 
叭 x) sin pxdx I 己，从而

p 

lim 厂 1/J (x) sin pxdx = 0. 
p- + ooJN 

而由 Riemann 引理，
N 

limf 山 (x)sin pxdx =0. 
p- ＋口 O

因此 厂
＋中

丘。庄）sin pxdx = P见f。庄） sin pxdx ＋兄IN 山(x)sin pxdx =0. 

2. 设函数 "'(u) 在［ － 11' ，式上可积或绝对可积，在 u = 0 点连续且有单侧导数，

证明

证

由千

u 

~du=½ r [,fr(u) -,fr(-u)] cot1 丘f下山(u)~du=— [ ,fr(u) -叭－ u) ] cot —du. 
一下 u 2 o 2 

2sin-— 
2 

IT COS 千－ ~du= f [t/J(u) -t/1(-u)]~ 叭 u)
2 

du= 
-,r 

U I。" [ t/J(u) -t/1(- u) ]~du. 
2sin~ 

2 
2si 

u 
Sln -— 2 

u 

lim 山 (u) －山(- u) －山 (0) - ［山(- u) －山（ 0) ］二
= lim 

叭 u)
.-o+ -. u u-o+ u. u 

2sin --=-
2 

sin--=-
2 

＝叭 (0) + if,'_ (0), 

可知函数
叭 u) －叭－ u ) 

在［ 0 ，式上可积或绝对可积，由 Riemann 引理可得
u 

2sin — 
2 



于是
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丘占 J：妀（ u) -叭－ u) ]~du =0. 
Sin -,-

2 

u 

f“ 山 (u) 2 

cos~ -cos pu 
1 

du- —[ 1/J(u) - 1/1(-u)]cot~du 
_,, - . u 

2sin — 
2 f。" [ 1/J (u) -1/1 (- u) ] cot 1 

2 

l r" =— J [ ifJ(u) -1/J(-u)] 
cos pu 

du-+0 
2 o. u 

(p--> + 00). 

sm — 
2 

3. 设函数山(u) 在[ -8,8] 上单调，证明

p_!!五｛,fr(u) －+［ ,fr(O +)+ ,fr(O -) ]}-芒du =0 

证

『｛ ,fr (u) －归 ,fr(O +)+ ,fr(O-) J}¥du 
-6 I £. I U 

6 

= f。{ ［ ,fr(u) 飞（ 0 +)] +［山(- u) 谭 (0 -) ] }¥du 

= f。8 ［ 1/J(u) － ,fi(O+ ）］于du+ f。8 仅(- u) －山（ O-)]¥du,
因为 1/J(u) 在[ -8,8] 上单调，所以 1/J(u) － ,fi(O +）和 ,fi(- u) - ,fi(O -）都在 [0,8] 上

单调，利用 Dirichlet 引理即得结论．

4. 证明： Dirichlet 引理对 1/J(u) 是分段单调有界函数的情况依然成立．

证 由千 1/J (u) 在 [0,8] 分段单调，所以存在 81e(0,8) ，使得 ,fi(u ）在[ 0,81] 上单

调，从而满足 Dirichlet 引理条件．由于在[ 81'8] 上 1/J (u) 分段单调有界，所以

山 (u) －山 (0 +) 
在 [81,8] 上满足 Riemann 引理条件．于是

u 

lim『~sin pudu 
p一 ~Jo u 

五f：山（ u ） U~sinpudu ＋皿f: 山（ ~sinpudu=O
5. 证明 Lipschitz 判别法的推论．

证取 a= 1 ．设li礼~=A，则存在 81 >0 ，当 0 < u < 81 时，成立
u-o u 

令 L, = I A I + I ，则有

f(x + u) - f(x +) -A I 引，
u 

I/(X + u) - f(X +) I ~ LI I u I. 
同理存在 82 >0 与 L2 >0 ，当 0 < u <82 时，有

I/(X - U) - J(X -) I ~ L2 I U I • 
于是令 8 =min 凇1,82 l, L = max I L1,L2 l ，当 0 < u <8 时，有
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|J(x 士 u) -J(x 土） I :s;;L I u I' 

所以 J(x) 满足 Lipschitz 判别法的条件，推论成立．

6. 对本章§ I 的习题 2,3,4,6 中的函数，验证它们的 Fourier 级数满足收敛判别法

的条件，并分别写出这些 Fourier 级数的和函数．

解 容易验证这些函数都是分段单调有界的，因而可积或绝对可积，所以满足

Dirichlet - Jordan 判别法的条件

习题 2 各函数 Fourier 级数的和函数为

(I) f I , : :;\＇士1l'1l'厂'
-1 , x e(-1r,O) . 

(2) I cos x I, x e [ -,r,,r]. 

(3) X 2 

2 
— -'IT,, X E [ -'IT ，式．

(4) l/ :E= [0~:) 
x, xe(-11",0). 

习题 3 各函数 Fourier 级数的和函数为

X+'TT, XE( O , 'TT) ' 

(l) {0, x = 0 ，土丁，
X-'11', XE(-'11',0). 

2x, XE (－子，子），
0, X =土 'TT,

, 卫
2

、
｀
丿

a 

,' 

bx 

a 

x b( 
会

｀

｀

、

丿
5 ( 

xe[0,1T), 

x = 土 1T,

XE (-'IT ,0). 

e-2•, xE(O,'1l' ), 

( 2) {0, x = 0, 士 '1l',
- e2', XE (-'1l' ,0). 

(3) f(x) = 
1T' 

-'TT , 

XE( 千，叶，

XE (-'IT, －千）·

COS 空
2' 

xe(0 , 1), 

(4) ~O, x=0,xe[l,2]U[-2,-1], 

- cos 罕， XE(-1,0).

习题 4 各函数 Fourier 级数的和函数为

(1)'lT |x I - x2,x E [ -'lT''IT]. 

c2) e I 尤 I, x E [ -'lT ，刓．

(3) {sm 2 | x |, X E (－于，千），

1, XE ［千号］叶－干－ fl·

(4) Ix I －千＋ I IX I -千 I,x E [一 1T ，式．
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§2 Fourier 级数的收敛判别法 Ill

习题 6 各函数 Fourier 级数的和函数为

(l) ｛了
0, 

(3) {\, 

XE (Q,2'1T ), 

X =0,2'1T. 
e3x , 

XE(0,1), 

X =0,1. 

(2) {;;2' 

(4) 

, 

＇
，
二
2

e 

1-2 
。

XE(Q,2'TT ), 

X =0,2'TT. 

xe(-1,0), 

xe(0,1), 

X =0, 

x= 土 1.

(5) J(x) ＝厂
XE(-T,O), 

x E (0, T), 

X =0, 土 C.

中

1 2 

7. 利用 2 下＝严，证明
n = I n 6 

2 

(1) 1 
1 1 1'IT 

-—+—- - +...=— 22. 32 矿 12

1 1 1 
(2) 1 +—+—+—+…=— 

矿
32'52 干 8.

证 得可
2

巴
6

= 2 

1-n 82n 
由

) l ( 

矿
＿
2
4

__ l

－
矿

82n 
= 2 ) 

1n 
2 ( 

82n 

所以
(x} 

1 
中

1 ± ~-2 ±二－2'1T 产= f:-1 n2 - f:-1 (2n)2 6 24 12· ~ (2n) 

1 1 1 
c 

1 
c 

1 '1T'1T'1T 
(2) 1 ＋了三了＋…＝ 2 丁－ 2 =—-—=- 32"52'72'::-1n2 ::-1(2n)2 6 24 s· 
8. 求 sin x 全部非零零点的倒数的平方和

解 sin x 全部非零零点为｛土 '1T, 土 2'1T ，…，土 n'1T ，…｝，所以其倒数的平方和为
。

1 ° 

2 
1 2 ° 1 1 

2 
+ 

f;;--1 (n'1T ) 2 ( 2 ＝勹 2 勹勹·
~ (-n'1T ) '1T n=l n 

9. 证明下列关系式：

(1) 对 0 <x ＜丘且 a 引 0 ，有

1 1 1 
1 -—+—-—+...= 

22 千 42

1 
c 

'ITe ax = (e 2a" - 1) [—+ 2 acos nx- nsin nx. 
2a n=l a2 + n2 ], 

(2) 对 0 <x ＜吐且 a 不是自然数，有

sin 2a'IT; asin 2a'ITcos nx + n(cos 2a'IT - 1) sin nx 
'ITcos ax=~+~=; 

n = l a - n 

(3) 对 (2) ，令 x='1T ，有

~ a'1T 2 n 

= 1 +2a 
(- 1) 

sm a'1T ；矿－ n2. 
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证 (1) /(X) ='ITe”在 (0,2'IT）上单调连续有界，所以它在 [0,2式上的 Fourier 级

数在 (0,2'IT）上收敛到自身．由

an=-; 『"f(x) cos nxdx = 
a (e2"" - 1) 

~ (n=0,1,2,···), 
'IT 。 a-+ n 

1 r2" 
bn I I( ). 

n(e2"" - 1) 
=— x) sin nxdx = -~ (n = I, 2, 3, …), 

'IT 。 a-+ n 

可知式 (1) 成立．

(2) J(x) = 71"COS ax 在 (0, 21r ）上单调连续有界，所以它在[ 0, 271" ］上的 Fourier 级

数在 (0,271"）上收敛到自身．由

a.=上厂J(x)cos nxdx =~ (n =0,1,2, …), 
Tr Jo a- - n 

bn =上厂f(x)sin nxdx =~一!..2_ (n = 1,2,3, …), 
71" JO 

2 2 
a -n 

可知式 (2) 成立

(3) 对 (2) ，令 x='Tl' ，利用 sin 2a'Tl' =2sin a'Tl'cos a'Tl' ，有

sin 2a'Tl'; asin 2a'Tl'cos n'Tl' 
'Tl'COS 吓＝ 2a 十；矿－ n2 

= sm a'Tl'a cos a'Tl' [1+2a2t 7=7], 
所以式(3) 也成立

10. (1) 验证函数

f丘）＝｛；｀
x¥-0, 

X =0 

满足 Dirichlet - Jordan 判别法条件而不满足 Dini - Lipschitz 判别法条件．

(2) 验证函数

f(x) = {xcost, x#0, 

0, X =0 

满足 Dini - Lipschitz 判别法条件（今后会学到，它不满足 Dirichlet - Jordan 判别法条件，

在此从略）．

证 (1) f(x) 是偶函数， lim / (x) = 0, 且当 X > 0 时， f'(x)=
无-o+

1 1 

(ln-1&f x 
·— <0 ，所以 f(x) 在［ － 1T ，式上是分段单调的连续函数，满足 Dirichlet -

21T) 
u 

Jordan 判别法条件．但对千任意的 a.e(0,1] ，由千 lim ualn-;?-- =0 ，所以
u一0 + 2'TT 

|j(0 + u) -f(O +) | l = ua 
ua I ln ~ 

2'TT 



§ 3 Fourier 级数的性质 Ill

无界，因此J(x) 在 X =0 点不满足 Dini - Lipschitz 判别法条件．

(2) 当丑0 时，/'(X) = COS 卫十卫sin 工，导数存在；当 X =0 时，成立2x · 2x ___ 2x 

|f(O 土 u) -f(O 土） I = I XCOS ;- I ~ IX I' 
2x 

即满足 Lipschitz 条件，所以 f(x) 满足 Dini - Lipschitz 判别法条件．今后会学到，对任意

的 8 > O,f(x) 在区间[ -8,8] 上不是有界变差函数，所以不能写成两个单调有界函数

之差

§ 3 Fourier 级数的性质

1. 由例 16. 1. 2 的结果
。

x ~22 (-})n+l. 
sm nx , 

n = I n 
无 e(-,r,,r),

用逐项积分法求 x2 和无3 的 Fourier 级数．

解 由千兀在[ -'TT ，式上有界可积，其 Fourier 级数可以逐项积分，
` 

无2 =2 f。 tdt =4 ~ L (-1)"'1. 
sin ntdt 

n=I o n 
0 

=4 I (- 1) n 

2 
(cos nx - 1) 

几＝ l n 
., 

=4 I (-l)n+I., 
+4 I (- l)" 

2 2 cos m（本章 §2 的习题 7(1))
几＝ l n, n= l n 

2 "' 1T (- 1) n 

= 3 
+ 4 L ~cos nx, x e [ -,r ，式．

;;-;-1 n 

对 3x2 的 Fourier 级数逐项积分，

x3 =3 f。. t2 dt = 3 f f dt + I 2 t l。• 7cos ntdt 

0 

='IT2x + 12 I (-1)" . 
3 

sm nx 
九＝ 1 n 

=2 I ; (-1)"(6-'lT甲）．
3 

sin nx,x E (-'lT 汀r).
n = l n 

2. 证明定理 16.3.2 的推论 16. 3. 1 
a。

·2 + L (a.cos nx + b0 sin nx) 是某个在
几＝ 1 

~ b 
[-1r,1r] 上可积或绝对可积函数的 Fourier 级数的必要条件是 2 二收敛．

n = I n 

证设

a。°
f(x) 一了+~ (a.cos nx +b0sin nx), 
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令

F (x) = { [ /(t) －夸] dt. 

根据定理 16.3.2 的证明过程， F(x) 满足 Dini - Lipschitz 判别法的推论的条件，F(x) 可

展开为收敛的 Fourier 级数

A 
F(x) ＝卫十

b a 
2 ; （－了cos nx + ~sin nx), x e [ - 1T ，叫，

A ~ b ° b 
令 X =0 ，得到 F(O)=f- ?,~，这就说明了级数 2 二收敛．

n = l n n • l n 
口 eo 

3. 说明级数: sm nx和 2 sm nx 点点收敛，但不可能是任何可积或绝对可积函
Inn ··· ~ In Inn n•2 几红

数的 Fourier 级数

1 l r 1 
解对千任意固定的 x, ｛百；｝，｛ ln ln n}单调趋千 0, {~sin kx} 有界，根据

° 。

Dirichlet 判别法， 2 sm nx和 2 sm nx 
;-;'-i ln n · ·· ~2 In In n 

收敛

':., b..;..., 1 中

因为 I~= I 和 2
1 

—= 都是发散的，所以这两个级数不可能是可积;-;'i n ;-;'i nln n'· · ;-;'i nln ln n 

或绝对可积函数的 Fourier 级数．

4. 利用例 16. 1. 1 的结果

f(x) = {l, XE [-'1T ， 0), ～上＿2 ; sm(2n- l)x 
0, xe[0,'11') 2'1T n=l 2n - 1 

中

和 ParsevaI 等式，证明 2 1 =f 
~l (2n - 1)2 8. 

证 因为 f(x) 在[ -'IT ，式可积且平方可积，由 ParsevaI 等式，; ［广 (x) dx =-;- L。"dx = 1 ＝主＋ t( 叭 2n2 - l) )2, 

所以
。

; (2n l -l)2 =（ 1 分）（千） 2 于
5. 利用例 16. 1. 2 的结果

f(x) = {x, X E [0m），～卫＋2 ； (- l) n - l cos nx 
- X, XE [ -'IT,0) 2 . 'IT t-\ n 2 

。

1 
和 Parseval 等式，求 2

~ (2n-1) 
4. 

解 因为 f(x) 在 [-'11','IT] 可积且平方可积，由 Parseval 等式，; ［下广 (x)dx =~ L。"x2dx=;矿=:十 ; ［叭 2n4 -l)2] 2, 

所以

tl (2n l -l)4 = （长引（千）2 ＝嘉



§3 Fourier 级数的性质 Ill

6. 利用
2 "'n 

2 1T 
x =了 +4k

(- 1) 
2 cos nx, x e (-,r,,r) 

;;-;;-1 n 
O9 

和 Parseval 等式，求 2 丁·
1 

n = l n 

解 因为f(x) 在[ -,r,,r] 可积且平方可积，由 Parseval 等式，

; I”,r 厂 (x)dx =-; L。"x4dx =宁矿＝ 2(叮＋ t( 卢） 2'
所以

i 上＝（主矿－主矿二
n = l n 5 9) 16 90. 

7. 设f(x) 为（－ 00,+00 ）上以五为周期，且具有二阶连续导数的函数，记

从＝-;- f,, /(x) sin nxdx, b"" =-;-『／＇'（ x) sin nxdx 

° 

证明：若 I b".绝对收敛，则

由于

所以

证

n=l 

；勹勹＜占 (2 + t I b\ I) 
利用分部积分法，

b" 
1 

n = -.; f,, f" (x) sin nxdx 
1T J-,r 
1 r I " r" 

= -,;[J'(x)sin nx I:,, -nf_ j'(x) cos 吓心］
n r I " r" 

= -—[J(x)cos nx I:,,+ nf/Cx)sin nxdx] = - n丸，
7 

`= ＼二号（卢+|n2从 I) ＝钊~ + I b". I) (n=l,2,···), 

t /Tb.I~½(t 卢 +t I b". I) 

= t(~ + t I b". I) < t(2 + i I b". I) 
8. 设f(x) 为（－ oo,+oo ）上的以 2,r 为周期的连续函数．证明：若f(x) 的 Fourier

系数全为零，则 f(x)=O.

证 由千f(x) 的 Fourier 系数全为零，利用 Parseval 等式，可知 J 广 (x)dx = 0. 再

由 J(x) 为连续函数，即可得到f(x)= 0. 

9. 设f(x) 是周期为五的任意一个连续函数，证明对于任意给定的 e >0 ，存在三

角多项式
A n 

也（）
。

x =了+~ (A k cos kx + Bk sin kx), 
k=l 
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使得

fT 订(x) －也 (x) I dx <e. 
--rr 

证设J(x) 的 Fourier 级数为
中

J(x) 
a。
~了+?, (an cos nx + bnsin nx), 

n=l 

因为 f(x) 是周期为压的连续函数，由 Parseval 等式

; f" f2 (x) dx = ~ + i 'TT -下
—广(x)dx= 了+?, (a! 飞），

n = 1 

心 2

可知丘＞ 0, 3N, \;/n>N，三（ a: ＋片） < 
8 
—令2. 

k =n+1 2'TT 

a。 n
也 (x) ＝了十? (akcos kx + bk sin kx) 

k = 1 

(n > N), 

则由定理 16.3.3,

气订(x) 主(x) l2dx=,i （吐＋片） ＜二
'1T -下 k=n+1 2'1T 

千是

J_: I f(x) －也 (x) I dx ~ Jr,, 订（ x) -也 (x) I 2dx · f,,12dx 

= J五· U-"“1f(x) －也 (x) 1 2dx < c. 

§ 4 Fourier 变换和 Fourier 积分

1. 求下列定义在（－ oo,+oo ）的函数的 Fourier 变换：

(1) J(x) = {A, 0 <x <8, 
0, 其他；

(2)/(x) =e-alxl,a>O; 

. 

,
.
'
、
丿

X

8d 
如

x

00 

、
丿

田

A一
<
-

xxe­

-a 

( 

，
卫

W
o
l
e

x( 

8 

,
＿
＿

A
-
0。
~

2 e08.I 

+ 

f̀ l,

=- 

x 

d 

＝
数

x

）
常
又
可

X
田
）

f
C

是
－

e
f

a ( 

)0A 

8-le 

4# ( 

o. Q=82Q ',+ 

x
^
_
l

心

a
+

d2 

c08 

x_

_

2 

.ga 

V/> 

-

x

__ 

xxed ——).

50 

xi (-

l­

;e 

a 

,f 

0) 

8X+ 

X8 

>o+ aQlfCQ 
,si 

__

8 

20 

+ 

81+ 

xc, fAO)fla 

== 

er_

\_j” 
( j) 

== )))

Q 

1( 

xx 

~f 

(( ff( 
、
丿
、
丿
、
｀
丿

2
c
S

解

2

＋工

(3) j ((1J) = f ~~ /(X) e - iwx dx = f ~~ e - a,2- iwx dx = f ~~ e”元2 cos wxdx 
一改 －立 一。
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§ 4 Fourier 变换和 Fourier 积分 Ill

=2 f ＋中 e-•'cos~亡 （利用例 15.2. 8 的结果）
。 石五

予位）2｀e会
(4) ](w) ＝厂 J(X) e -iw• d元＝厂 e-(2+iw )• dx =d一．

一中 o 2 + iw 
+0 6 

(5) 厄） = f 中肛） e -iw•dx = J:6 Acos w。无e 一，飞

= f6 Acos w。X COS W如（虚部为奇函数，积分为 0)
-6 

A r6 
=1-L [ cos(w。- Q) 元十 cos(w。+ Q 归］ dx2 -8 

=A[~。 )8 sm(Q + O。 )8
Q - O。+ 0 +Q。].

2. 求 J(x) = e 一”（ xe[O,+oo),a>O) 的正弦变换和余弦变换．

解正弦变换：
＋中

f伍）＝［ f（兀） sin wxd兀＝
。

厂 e -",sin wxdx = ~ 
。 a +w 

余弦变换：

2' 

＋中

j 伍）＝ f f(x) cos oxdx= f。+- e“cos oxdx = 2 a 2. 
0 JO a- + W 

3 缸（x) ＝仁＇ x勹：儿（ x) ＝｛；1．nx, 0其勹；三千·求 f, ＊儿（ x ）
千

解记 F(x) =f, ＊儿（ x) ＝儿＊ J1 (x) = f。 sin t/1 (x - t) dt ，考虑t E [0 ，引

当这0 时，/1 (x - t) =0 ，所以 F(x)=O;

当 x >千时，f1(x-t)=e 一 (, - t) ，所以

于 1
F(x) = e 一工r e'sin tdt = Te 一兄 (1 + e千） ; 

o 2 
一 （ 艾一 1 )

当 0 ＜这卫时，fl(x-t) = e, x > t 
2 {。， 这 t ：所以

F(x) =e-•f e'sin tdt= 上(sin x - cos x + e -• ). 
o 2 

0, 

1 一无

f! ＊儿 (x) = i 2 
一(sin x - cos x + e -'), 

1 -z 工
一e

2 
(l+e'), 

x~O, 

0 <x~ 

1T 
x >-2· 

7 

2' 
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§5 快速 Fourier 变换

N-1 
1. 说明离散 Fourier 变换 X(j) = I x(n)e 玉母可以看成 Fourier 变换

n=O 
＋中

沁） = f®- f(x) e 飞'dx

的离散近似形式的推广．

解假设 w >0 ，且有
+O +O 

沁） = f 肛） e - 2们芫dx= 2 f(nAx)e- 2守，（守）Ax,
- 0 n = －中

wAx 1 
取心： 使一一＝—

立工
N 

2'TT N 
，记 W=e ，则 k 为整数时， WkN+n: W几． 千是

j伍）＝
N- l ＋中

L W" L J((kN + n) Ax) Ax, 
n= O k= -m 

+OO 

记 x (n) = I /((kN + n) Lix) Lix ，所以
k = - OO 

N-1 N-1 
X(j) 寸（即）＝ 2 丘（ n) = L x(n)e-2气

几＝ 0 n =0 
2. 证明正交关系式

I 
N-1 - 2 一 2,,,f! e2"，节

N 
e Ne = 8 

J, k • 
n=O 

解
1 

N-1 
显然，j=k 时，一 I e-2号产＇呤＝ 1 

N n=O 
N-1 

下面考虑j¥-k ，不妨设j < k. 根据当 {¥-1 是方程 xN =1 的一个根时，有 I g· =o, 
n =0 

令 t =e石，气 #1 ，则矿＝ e2 (k-j) ,ri:: 1. 于是
N-1. N-1. N-1 
2 矿＝½ i e 一心召已 Ie石，宁2 =0. 
n=O N n =O N 几 =O

3. 设 N=pq(p,qeN) ，构造只需 O((p+q)N) 次运算的 Fourier 变换算法．

令 W=e
一年N ，则 k 为整数时， wkN十几＝旷．假设

j =jiq + jo ，八＝ 0, 1, · ··,p - l,j0 = 0, 1, · ··, q - l, 

解

n = n1p + n0, n1 = 0, 1, ·· ·, q -1, n。 =0, I, …,p - 1. 
N-l N-l 

劝） = L x(n)e - 2"母＝ L x(n) W户
n=O n=O 
p- I q-1 

= L L x(n1p +n。) W'( nip+no) 
呤＝ 0 几 I =0 
p- l q-l 

= I w几0 L x(n1p + n。) W叮JoP .
几o=O "I =0 
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q-l 

固定 j，计算 L_ x(n1p +n。 )W叮loP需要 q-1 次乘法 (nl =0 不需要做乘法） X、
n1 = 0 

, t于相
q-l 

同的 jo, _4n x(n,p +n。 )W叮JoP是相同的，无需重复计算，所有此类和式共需 q (q - I) 次
n1 =0 

乘法．对 n。求和需要 (p.'...1)N 次乘法，所以，总共需要q(q-1) +(p-l)N=O((p+ 
q)N) 次乘法．

4. 对 N =23 ，具体写出以 2 为底的 FFT 的计算流程．

解记 W=e午＝三，则旷＝ - 1,W8 =1．可得计算公式

X(j) = L x(n) 旷（j =0, 1, …,7) 

计算流程

第一步：

第二步：

第三步：

n=O 

=[x(O) +(-l)1x(4)] +W1[x(l) +(-1)1x(5)] + 

w勾 l [ x (2) + C - 1) 1 x (6) J + w1 [ x (3) + c - 1 f x (1) J 1. 

x,(i) =x(i) +x(i+4), 

x,(i+4) =W'[x(i) -x(i+4)],i=O,I,2,3. 

X2 (i) =XI (i) + X 1 (i + 2), 

x2(i +2) = W2'[x1 (i) -x, (i +2)],i =0,1,4,5. 

X (i) = X2 (i) + X2 (i + 1), 

X(i+4) =x2(i)-x2(i+l),i=0,2, 

X (i) = X2 (i + 3) + X2 (i + 4)' 

X(i+4) =x2(i+3) -x2(i+4),i=l,3. 

计算实习题
（在教师的指导下，编制程序在电子计算机上实际计算）

1. 利用现成的数学通用软件（如 MATLAB 、 Mathematica 、 Maple 等），对于 N = 32, 
64,128, 

(1) 生成实数序列 !x(k)I:＝一。1;

(2) 用 FFT 计算归(K) ｝：4 的离散 Fourier 变换序列 {X(J) ｝／言；

(3) 作出压(k) ｝和 l I X(j) I ｝的图并进行分析（参见图 16. 5. 4) ; 

(4) 设定 8。 >0 ，将｛ I X(j) I ｝中满足 I X(j) I <8。的数据全部置为零，再进行离散
Fourier 逆变换，将得到的数据与压(k) ｝比较；

(5) 改变 8。的值，重复（ 4），分析不同的 8。对逆变换所得到的数据的影响．
解源程序为

function exl601 (N) 

t=O:N-1; 

x = randn (N, 1) * 20 ; % randn 

241 



Ill 第十六章 Fourier 级数

y=fft(x,N); 

z = abs(y); 

plot (t , x,'+', t, z,'o') 

% 

delta = input（请输人误差） ; 
for i = 0: N - 1 

if z (i + 1) < delta 

y(i+l)=O; 

end 

end 

z = real (ifft (y)) ; 

plot (t, x,'+', t, z,'o') 

运行结果分析：以 N = 128 为例．本程序数据是随机产生 的， “ +”为原始数据， “o” 为

变换后的模的数据．如图 16. 5. 1 所示．
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100 120 140 

取 8。 =5 ， 将 I I X(j) I ｝ 中满足 IX<J ) l<8。的数据全部置为零，再进行离散 Fourier 逆

变换 ． ＂ ＋”为原始数据， “o" 为置零后变换得到的数据，与巨 (k ) } 比较几乎重合．如

图 16 . 5 . 2 所示．
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§5 快速 Fourier 变换 I ll

取 8。 =50 ，同样处理后得到的数据，与 lx(k) ｝比较有些小误差．如图 16.5.3 所示 ．
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取 8。 =100 ，同样处理后得到的数据，与 !x(k) ｝比较误差清晰可见，但不是很大．

由于数据源不同，结果会有所差异 ． 如图 16.5.4 所示．
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2. 对于 N = 32,64, 128, 

(1) 产生两个实数序列归(K) ｝:＝－01 和厅(k)} ：让；

(2) 用直接方法计算 /x(k)I 和 l r(k) I 的卷积 lz(k)I:五勹

(3) 改用离散 Fourier 变换的思想，用 FFT 计算巨(k) ! ; 
(4) 结合 N 比较两种算法所用的时间

解源程序为

function t = ex 1602 (N) 

x = randn (N, 1) * 20 ; % randn 

y = randn (N, 1) * 20; % randn 

tic ％启动秒表

for i =0: N -1 
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I ll 第十六章 Fourier 级数

z(i+l)=O; 

for j = 0: i 

z(i +I) = z(i +I) + x(j +I) * y(i -j + 1); 

end 

for j = i + 1 : N - I 

z(i+I) =z(i+I) +x(j+I) * y(N+i-j+I); 

end 

end 

tl = toe; ％ 计时

tic; 

xl=fft(x,N); 

yl =fft(y,N); 

zl=ifft(xl. *YI); 

t2 =toe; 

t = [ tl, t2] ; 

分析：

计算所用时间与使用的计算机性能有关，由于计算机计时器的最小单位较大，对

于较新的计算机，即使对千 N = 128 ，所用时间儿乎为 0. 而且由于卷积采用代码解释执

行速度较慢， Fourier 变换采用内部函数速度很快，用 FFT 计算速度要快得多．

; (-l)"x2n+lci:n.; (-l)"x2• sin 2x 
3. 用 FFT 计算多项式： 和 2 的乘积，并与

n=0 (2n + 1) ! (2n) ! 2 n=O 

级数的相应项比较

解源程序为

function [ z, maxerror] = ex 1603 (m) ; 

% z ：乘积， maxerror；最大误差 ， m ：阶数

len =4 * m +2; 

a = zeros (!en, 1) ；％被乘式系数

a(2) =l; 

for i =4=2:2 * m +2 

a(i) = -1 *a(i-2) / (i-2) / (i-l); 

end 

b = zeros ( len, 1) ；％乘式系数

b(l) =l; 

for i = 3 : 2: 2 * m + 1 

b(i) = -1 *b(i-2) / (i-2 )/(i-l); 

end 

c = zeros (len , I) ；％乘积系数

c (2) =1; 

的Taylor



for i =4= 2: len 

c(i) = -4*c(i-2)/(i-l)/(i-2); 

end 

x = fft(a, len) ; % Fourier 变换

y =fft(b,len) ;% Fourier 变换

zl = x. * y; 

z = ifft(zl) ; % Fourier 逆变换

maxerror = 0 ; 

for i = 1: len 

end 

e = abs (z (i) - c (i)) ; 

if e > maxerror 

maxerror = e ; 

end 

计算结果误差分析：

m 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

随着 m 的增加，误差迅速减小．

§5 快速 Fourier 变换 IlI

误差

0.05 

0. 001 587 

2. 756e -005 

3. 006e -007 

2. 248e -009 

1. 224e -011 
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部分补充习题答案与提示

| 

第九章 数项级数

— 1 + a 
n 

1. 设\/ n,a. >0 ，证明：巴 (~);;;,e.
n n 

提示：用反证法．若不然，则 :3 N,'if 
1 + a ,'vn>N,(~)<e< （占） 由此推出

an 

l a m m n+I a l 
—+ < 
n n n - I 

n, 2 -
n + I 

n=N+I •• n=N+I 

an+1 m an m l aN+1 am+1 a 
了－＜ 2 —，于是 2 —<—-－—- ＜上兰，再令

n =N+I n - l n =N+I n N m N 

m---->oo ，产生矛盾．

` ° 
2. 问 Ia几收敛能否推出 2 式收敛．

n = l n = 1 

提示：结论不一定成立．

OC 

4. 数列 I a.} 满足 0 < a九,.; a2n + a2n+ I ，证明： 2 an 发散．
n = l 

提示：令 b, = a,, b2 = a2 + a3, b3 = a4 + a5 + a6 + a1, …，从＝ a2n - I + ll2n - I + I +… +a2• - I ，则数列

I b. I 单调增加．

5. 设 a. >0 ，证明级数 2
"'... a 

~ (I + a,) (1 + a2) … (I + a.) 
收敛．

提示：将通项的分子写成 (I +a.) -1. 
氓中

6. 设 a. >0, La九收敛，证明 2 yala2 … an 也收敛．
n = I n = l 

n 

提示：沪1a广飞＝
✓a, • 2a, • 3a3 •… .nan - I _ a, + 2a, +… +na, 

<. m m n' 

o: o o ... 
证明

l a1 +2a2 + + na 
＜二，得 2 J汇百二页 <eL~ = e2'.a. 

灯 n+ 1 n = 1 n = I n(n+ 1) n =1 

中

8. 证明级数 2
(- 1) ［石］

收敛，其中［ ］表示括号内数字的整数部分．
n = I n 

e 

提示： 2 (- 1) ［石］
= 

n = I n 

1.j 
n 2 

l+ 
2 n 

+ + 
l + 

l 
2 n 

+ 
l-2n r_

.L 九
) l ( 

82i 

1 1 1 11 1 1 1 
<—+...+ <—< +...+ <— 

n + 1, n2 · · n2 + n - 1, n'n + 1, n2 + n · · n2 + 2n, n' 

246 



2 rl . 1 I l 2 于是石丁＜ ｛了十7言+... ＋;了石｝<+.
卫＿ 0 3 

9 设 a几＝心 1 岊于 I'dt, 证明级数 2 上发散
"= I 

a n 

工
2 

•. 13 卫． 3 卫

提示口思开 I dt =f:t1 恩寻 I'dt + J;t I 恩寻 I dt = I, + 12 

Il =f：气平 13dt<n3f:tdt ＝宁，
卫．
2 

·.13 工． 3 工

I2 =f事沪dt ＜片（奇）3 dt= －江叶）
3 

＝气上－匀＜土8'IT'IT8. 

部分补充习题答案与提示 Ill
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I ll 部分补充习题答案与提示

第十章函数项级数

I. 讨论函数序列 S. (x) = n"x~e -八'(a> 0 ,/3 > 0) 在[ 0, I] 上的一致收敛性．

提示：当 a<p 时函数序列一致收敛 ． s.(x) 的最大值点为 x ＝于，则

。豆 (x) 红什）＝ （于）孕--->0.
1 

当 a;../3 时函数序列非一致收敛 ． sn(x) 的极限函数是 S(x) =0 ，取 xn =－- ，则 S.(x.) -S(x") = 
n 

斗言不趋千零．
en 

2 设 J(x) 在闭区间 [ a,b] 上连续， J(x) >0. 求证：函数序列 1.1/.冗可一｝在[ a, b] 上一致收敛．若

将闭区间[ a,b] 改为开区间 (a , b) ，问结论是否仍然成立？

提示：由 f(x) 在闭 区间[ a,b] 上连续，J(x) > 0 ，可知 0 <A 冬f(x) <B < + OO ，千是有芯r冬八 (X),a;

顶，而沉习，顶刁

若将闭区间 [ a,b] 改为开区间 (a,b) ，则函数序列不一定一致收敛 反例：/(x) = 2了 ，区 间为 (0,

I) 
中

3. (I) 讨论函数项级数 L n a xp e _,, (ex > 0,/3 ＞ O) 在（ 0, I) 上的一致收敛性；
o=I 

中

(2) 讨论函数项级数区 n”(1 - x)牙 (a > 0,{3 > 0) 在 (0 , 1) 上的一致收敛性 ．
n = I 

提示：（ 1) 当伤心 1 时函数项级数一致收敛 u. (x) == n"x"e-" 的最大值点为x ＝且，则 O:s;;
n 

un(x) 心）＝（f侵， 言士收敛
当护年］时函数项级数非一致收敛．取 xn ＝一，

I 
n 

2n 2n 

~ u,(x,) = ~ k。( 1 \p _1 坏
一 e

k = n 
k n n) 了> ；“心" > e2 n;“ ，不趋于零

(2) 方法与 (I) 相同．

匀

6 已知 lima. = l,f(x) = ) a.无＂，证明）im(l - x)J(x) =l. 2 ,~1 -" " = I 
中文 0 

提示： ( 1 - x)f( x) = Lanx" - Lanx"' '= a,x + L ( an -an_,)x" , 
n=I n=I n= 2 

以 x =l 代入幕级数，得到的数项级数收敛 ，千是极限号 Jim 可以进入求和号 ．

。

l 
7. 求极限 lim (x - I) 一．}~~ (x - I)~ 旷

提示 ：计算 J -. •~ dt 

' t 

1 
由于 无 ＞ 1 ，=－关千 t 单调下降趋千 0, 于是有

t 

x一 I -



部分补充习题答案与提示 111

厂鸟 <t f <厂鸟2 t n =2 n l t 

° 
8. 求 x--+1 －时，与区 xn2 等价的无穷大量 ．

•• o 

提示：计算 f勹'2dt.

由于 0 ＜无＜ 1 ．无'2 关于 t 单调下降趋千 0 ，千是有

f: 无,2 dt.;; 言无.2.;; I + I。+. x'2dt, 

f尸'2dt = f。·勹，叶dt ＝卢勹，2 dt ＝卡／飞，等价千占｀

。

9. 设肛） = 2 I 
一—一，求当 x-> + 00 时，f(x）的等价拭．

n =0 2几十冗

＋中 dt

提示：计算 J —一－．
I 2'+ X 

I 
由于冗＞ 0 ，下一一关于 t 单调下降趋千 0 ，于是有

2'+x 

厂土－＜ i l < - + f 今 ° dt,
0 2' 十元 n=0 2" ＋元 1 + X J o 2'+ X 

厂兰－ = f+° 2- ' dt = ln(1 + x) 
O 2'+ X) O) +元2_ ， 尤ln2

I / ln{ 1 + x) 由于一—=。（一—一—)，得到当兀一＋ oo 时，f(x ）与
ln(l + x) 

等价．
1 + X 尤ln2 兀ln2

n - 1 

10.f釭）在（－ OO ,+ oo ）上连续， f．（元） = 
1 2 臼－k 元十 n) ，证明函数序列 Ifn(x) I 在任意有限

k =0 

区间上一致收敛．
I 

提示： limL ( x) = S(x) = f 八元十 t) dt, 则
几-m J 0 

庄） - S （元） ＝芦权（无++) - (f(x + t) dt =盓f: (! (X + +) -f（ 元 十 t))dt
设任意区间为[ a, b] ， 则 f(x) 在［ a, b + I] 上一致连续， 't/ & > 0, 3 8 > 0,'t/ x', x" E [a, b + I ] 

(1 无 '-x" I <M ，成立 1肛')一J< x") I < e. 

1 1.... , I 取 N=[f],'t/n>N，有一 <8，于是 't/ x e [ a,b] ，成立 队（元） - S(x) I<&. 8 I'· · · ·· n 

12. 函数序列 If. (X) I 在［ a,b] 上点态收敛， 1几 (x) I,;,M ，证明 I f" （兀） I 在[ a,bl 

上一致收敛 ．

提示：心＞ 0 ，将 [ a,b] 作等分，使全部心，＜舌,· 由于 I f. （兀） I 在这些分点 1 x,I 上收敛，所以

3N,'t/n,m>N，在全部分点 1 气 1 上成立仄（兀， ） －fm 亿） 1 
E 

＜一．
3 

't/xe[a,b],3 气，使得 1 又一又i | ＜台，则

I庄）士 (x, ） 1 = 1 仁 (g, ） （元一无，） 1 气于，亿，（ x) 士（尤i) | = 1 八（ T/ ，） ( x -x, ) 1吁

千是

|f. （元） - fm ( x) I.;; If. （兀） －f． (允,) | + ［八（尤 ， ）－j畸m (冗 , ) | +lfm( 尤,) －fm （兀） l<e
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Ill 部分补充习题答案与提示

第十二章 多元函数的微分学

8. 设四边形的边长分别为 a,b,c,d，问在什么情况下，该四边形面积最大？

提示：可以只考虑凸四边形的情况．设四边形对角为 a,B，两角的夹边分别是 a,b 与 c,d.

应用 Lagrange 乘数法，求在条件 a2 + b2 - 2abcosa = c2 + d2 - 2cdcosf3 下，目标函数J(a,{3) = ab sin 

a + cdsin f3 的最大值．

答案是 a+/3='lT．

9. 二元函数f(x,y) 有连续偏导数，并且 /(I, 0) = /(0, 1) ，证明：在单位圆周上至少存在两点满

足 rf,(x,y) ＝ xf, （无 ， y).

提示：令 g(O) =/(cos (},sin 8) ，则 g(0) = g（千）＝ g(2'lT ）．

10. (1) 设 a> b ，在平面上以入为参数的曲线族的方程为~ + ~ = 1 ，证明：如果曲线族中
a- 入 b 一入

两曲线相交，则一定正交．
2 2 2 

(2) 设 a>b>c，在空间以入为参数的曲面族的方程为二--＋立一4 二— =1 ，证明：如果曲面
a 一入 b ～入 c- 入

族中两曲面相交，则一定正交．
X2 2 

提示：（ I) 设 (xo,y。)为两曲线—三－＋－仁一＝ 1 与一一—+－L— =1 的交点，证明
a- 入 I. b -入 I - • a -入 2 b －入 2

（卢，占） ·(i。入 2 ，占）＝0
(2) 与 (1) 类似．
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部分补充习题答案与提示 Ill

第十三章重积分

（元十 r) ln(1 +勹
4. 计算二重积分ff~d无dy，其中区域 D 为直线 x+y=l 与两坐标轴所围三角

D ✓1 - X - r 
形区域．

提示：令｛
u=x 十 y,

(x+y)ln(l+~). _,ruin{-;-
，则 ff 尤

() 
dxdy = ff ~dudv，其中 D'由直线 u =v,v =0, 

V = x, D ✓1 - X - r O ' 汃

" 
u=l 围成，再利用 J: lnvdv = ulnu - u. 

。
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第十四章 曲线积分、曲面积分与场论

8. J（元， y）是区域 D = 1 （元， y ） :X2 +y2<11 上的二次可微函数，满足

打 a2/ _ 2. _2 —+－－＝元十 y ，计算积分
iJ冗2 iJy2 

I = ff (7xF 巫十 Y 逆 dxdy.D 互了 0x 灯了!)
提示：采用极坐标 x = rcosO,y = rsinO ，则

2~ 

I = I: dr r (cosO ·茫＋ sine. 哥）rdO = { drf兀2,,2=,2( 茫dy -妒）

= f;dr ff （甘＋ f$)dxdy = I: dr, ff,_, (x2 + y2) dxdy 
z2 +y2 < r2 X2 + y2 石 ,2
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第十五章含参变量积分

l. 计算积分：

(3) f arctan x dx. 
OX厂

提示： (3) arctanx = f:1 +d` 

3. 引人参数计算积分 J
+= ln(l +x2) 

dx. 
0 l + X 

提示：令 I(a) = J +® ln(l + ax2) 
2 dx ，应用积分号内求导．

0 l + X 

•= xp-1 In x 

4. 设 0 <p < l ，计算积分 J dx. 
。 l + X 

+= X 
p-1 

提示：计算积分 J ——dx, 然后对参数 p 求导．
。 l + X 

5. 讨论积分 J气广dx 的一致收敛性：

(l)O<a。 ~a~A<+oo;

(2) O<a< +oo. 

提示：（ 2) 积分非一致收敛．取从＝ n,A: =2n,a. =n ，则

f 
A~ 

x""e 一"dx = {"x"e-"dx ~ n • n" • e-2" 一＋ 00.
A~ 

6. 讨论积分 f
+= adx 

2 的一致收敛性：
0 X + a 

(1) O<a。 ,,;;;a,,;;;A<+oo;

(2) O<a< +00. 

提示：（ 2) 积分非一致收敛．取从＝ n,A: = n2 ，见＝ n ，则

广”~ = (~ = (arctan~) 店,~ x2 + a: J" x2 + n2 
= f ~ = (arctan — =arctan n -卫一不趋千零．

n n 4 
+0 

7. 讨论积分 f 石e-a,2dx 的一致收敛性：
。

(l)O<a。 o;;ao;;A<+oo;

(2) O<a< +co. 

提示：（ 2) 积分非一致收敛．

＋中 sin 石
2 2 dx 的一致收敛性：8. 讨论积分 f

o x(x'+a') 

(1) O<a。 o;;ao;;A < + co ; 

(2) O<a< +co. 

提示：（ 2）积分非一致收敛．
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